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Vorwort. 


Die Schwierigkeiten, welche in der Theorie der allgemeinen Abelschen Funetionen der Lösung 
des Umkehrproblems entgegenstehen, sind algebraische. Sie vermindern sich, wenn die Funetionen, 
die in p—1 Puncten unendlich klein und in ebensoviel Puneten unendlich gross zweiter Ordnung 
werden, die Abelschen Funetionen im engeren Sinne, gerade in den Verzweigungspuneten verschwinden 
und unendlich werden, also bei den ultraelliptischen Funetionen. Eine ähnliche Vereinfachung findet 
auch noch dann statt, wenn die zu Grunde liegende Riemannsche Fläche zwar mehr als zweiblättrig 
ist, wenn aber die Windungspuncte immer m—Lfache sind, für den Fall, dass m Blätter vorhanden sind. 
Für den Fall m —=5 ist in der vorliegenden Schrift das Umkehrproblem gelöst, und sind auch die 
Integrale zweiter Gattung mittelst 9-Functionen vollständig dargestellt. Dabei bewirkt die Beschränkung, 
die der Verfasser der Lage der Verzweigungspuncte auferlegt hat, dass » immer gerade ist. Diese 
Beschränkung wurde gemacht, um Uebersichtlichkeit und Eleganz der Formeln zu erhalten. Der 
allgemeine Fall kann als Grenzfall des hier behandelten angesehen werden, wenn Windungspunete 


derselbon Gruppe (der k oder der f) zusammenfallen. 
Freiburg, im April 1877. 


J. Thomae. 
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Algebraische Functionen und Integrale algebraischer Functionen. 


Einleitung. Bekanntlich spielen die Verzweigungspuncte in der Theorie der Abel’schen Funetionen 
dann eine besonders hervorragende Rolle, wenn die zu Grunde liegende irrationale Grösse nur zweiwerthig 
ist. Etwas Aehnliches findet jedoch auch dann statt, wenn die eine Klasse Abel’scher Functionen bestimmende 
irrationale Grösse wie eine dreiblättrige Riemann’sche Fläche mit lauter doppelten Windungspuncten ver- 
zweigt ist. Zwar sind in diesem Falle diejenigen Functionen, die man im engern Sinne „Abel’sche Functionen“ 
nennt, nämlich zweiwerthige Functionen, deren Quadrate einwerthig sind und in »—1 Puneten unendlich 
gross und in 9—1 andern unendlich klein zweiter Ordnung werden, nicht so beschaffen, dass ihre Nüll- und 
Unendlichkeitspunkte Verzweigungspunkte sind, sondern es hängt die Lage derselben von complicirten alge- 
braischen Gleichungen ab. Allein wenn man nicht auf der Darstellung jener Abel’schen Functionen im 
engern Sinne besteht, so kann man doch in diesem Falle eine grosse Reihe von Problemen, namentlich 
das Rimann’sche Umkehrproblem lösen, und zwar so lösen, dass man auch die Möglichkeit praktischer An- 
wendungen erkennt, was schon für den Fall 9—=3 bei allgemeiner Irrationalität jetzt noch kaum als erreicht 
angesehen werden kann. Schon aus diesem Grunde scheint mir eine Behandlung von Abel’schen Funetionen 
deren bestimmende irrationale Grösse 


Ve Ka a2 ck oh 
z—fı "z—h i z—t, EN 2 — ri 


ist, wünschenwerth, andererseits wird auch die grosse Analogie und doch Verschiedenheit, die zwischen diesem 
Falle und dem einer zweiwerthigen Irrationalität besteht, das Interesse der Mathematiker erregen können. 

Würde man von den Verzweigungswerthen einige paarweise, oder zu dreien zusammen fallen lassen, 
so würde man die Irrationalität dadurch etwas verallgemeinern. Wollte man aber diese Fälle zugleich mit 
behandeln, so würden doch Weiterungen herbeigeführt, durch welche die Uebersichtlichkeit litte. Deshalb 
soll hier angenommen werden, dass die Verzweigungswerthe A, Ay... Antı, Ei... f»+ı alle von einander 
verschieden seien. Mit # oder £ wird im Folgenden ein unbestimmter der Verzweigungswerthe Ak}, ka, ... bez. 
b, &,... bezeichnet werden, mit x, x, x, ete. irgend einer der Werthe A, Aa... furı. In Bezug auf Deter- 
minanten ist jetzt eine abkürzende und hier anzuwendende Bezeichnungsweise ziemlich allgemein eingeführt, 
jedoch noch nicht so allgemein, dass man auf ihre Erklärung Verzicht leisten könnte. Ich meine die Be- 
zeichnungsweise: 


| FA, A) | statt | a, 1) -F,2) ... FÜ, 
Re 


Fin) FD... Fin, n) 


Thomae, Abel’sche Functionen. 1 


wofür auch noch kürzer, wenn es deutlich genug ist | # | geschrieben wird. Die Buchstaben A und 4° 
welche bei dieser -Bezeichnungsweise feststehend sein mögen, sind hier wie Argumente einer Function ge- 
ou 

schrieben, treten aber gelegentlich in verschiedenen Formen auf. So kann für F(A,4‘) eine der Grössen — 
2 

oder kr oder 4,;- u. s. w. eintreten. Die Anzahl der Elemente einer solchen Determinante wird meistens n? 


sein, wird aber wenn es nöthig ist, und namentlich wenn sie nicht n? ist, besonders angegeben werden. 
2in din 2in 

Eine weitere Abkürzung ist die, dass wir 7 füre?, fire? = e ° schreiben. Die Riemann’sche 

Abhandlung über Abels’che Functionen in Crelle’s Journal B. 54 pag. 101 bis 155 soll mit (R. pag...) 

eitirt werden. 


Die einwerthigen Functionen von s und z. 


$ 1. Die Funetionen, welche in dieser Schrift betrachtet werden, sind Functionen von zwei Ver- 
änderlichen s und z, von denen die eine mit der andern durch die Gleichung 


lebe ML z—kz A /2® 


z-hı "zb" "zb Rz) 


zusammenhängt. Es empfiehlt sich, für den reeiproken Werth dieser Function noch eine besondere Bezeich- 


sy ame Eumle, ueaee anen R 
z—khı  z—hg zhntı P(z) 
Ferner sollen die Differentialguotienten der Grössen 
P(z) = @®—k) @—k) ... kr), Pe) = @—t) Fb)... @ up) 
genommen nach z mit P’/(z) und ®’(z) bezeichnet werden. Endlich soll P(z2). B(z) mit R(z) und der 


Differentialquotient mit %’(z) bezeichnet werden. 
Jede rationale Funetion von s und z kann auf die Form 
(Z+ Ms + Ns?) :(L’ + M's + Ns?) = (18?-+ M3 + N): (L‘8? + M’3 + N‘) 
gebracht werden, wenn Z, M, N, L‘, M‘, N' ganze Functionen von z sind. Denn jede höhere Potenz von s 
kann mittels der Gleichung s” = ‚P(z) #—°:B(z) = P%z) ®—:W?(z) ete. fortgeschafft werden. Man kann 
aber auch noch, indem man Zähler und Nenner mit (2’+ M’st + Ns’T?).. (L’+ M'st? + N’s?T) multiplieirt 
und von Neuem ordnet, das Irrationale ganz aus dem Nenner fortschaffen, so dass die allgemeinste Form 
einer einwerthigen Function von s und z oder $ und z die ist 
(4+Bs+ (052): D, 
wenn 4 BC D ganze Functionen von z sind. 
$ 2. Soll eine Function von s und z in willkürlich vorgegebenen Puncten unendlich gross werden, 
so muss die Anzahl dieser Puncte mindestens 2» + 1 sein. Die Anzahl der willkürlichen Constanten ist dann 2. 
Bezeiehnen wir mit A(z, 21, 22, -. . 2m) die Determinante 
17 Re 


nung einzuführen, nämlich 


2 3 m 
1 21 2, 2, 4 

2 S/ m 
TESTER 5 

2 3 1773 
ln zn menu 


von der wir sogleich die Eigenschaften notiren 
Alz, 21... 2m) = 42,2... Zu1).Zm — 2: Zum U +, Zum Im, 
Az, 2, ... 2%) = 
— (1422... Zu1, Zutte- Zum). (2, —2). 2u—2ı). (24 — 24-1) (Zu —2u+1) --- (Zu — Zm)s 
so kann eine Function, welche in den a +1 = 2n+1 Puncten 5,21; Sy 225 - --; Sp+1» Zp+1 unendlich 


sh 3 ee 


gross erster Ordnung wird, auf die Form eines Quotienten gebracht werden, dessen Nenner A(z, 2... 2p+1) 
ist, dessen Zähler aber die Determinante von 2p +4 = 4n +4 Reihen ist: 
ee 7 I. er se u. Ba" 
2, nz u Erz, an iz, FB: 728, Bi z Er 
2 e e 2 2 p) 
an 2, er, eh, rhız Tr Pızt, 0 eBis ze Bir rt 
1, 25,\2,; BE 7 ud 2362 2. IT Poz,, 7, Ps, 2. 725,P52" 
A; 23, z,, u zPHl TB, Ges, TsPB:z), T5,®», es ts,.Bsz” 
1 2 vr 1 n 26 I Ve » 
» Zp+b Zp+b ++ pr TSp+1 Pp+i ges Tsp+1 Pp+12p +1, sy 41 Pp+1 us sp Pp+12p+1 
D pl 0) B n 2 
1, zy41 pr - =: pt Spt Pprr Sp Pprt2ptn Tsprı Ppri --- Tsprı Pptizp+i 
1, el nor, ... 0POIH, rPBO, BO 5” 


Hierin hat 7 die gewöhnliche Bedeutung einer dritten Wurzel der Einheit, und es ist 0006 = P(I):P(d) 


und der Kürze halber ®, statt ®(z,) gesetzt. Die beiden willkürlichen Constanten sind hier & und ein 
willkürlicher Factor. 


$ 3. Sind zwei Werthepaare, in denen die Function des vorigen Paragraphen unendlich wird, so 
beschaffen, dass sie zu demselben z gehören, z.B. wenn die Function für s, z = Sp?T, 2, und s T?, z, unendlich 
gross wird, wobei s,T, 2, für Sp Zp} Sp 2p für Sp+1 2p+1 geschrieben ist, so werden Zähler und Nenner 
identisch Null, weil je zwei Reihen in den Determinanten einander gleich werden. Man kann aber dann die 
Function auf die Form eines Quotienten bringen, dessen Nenner A(z, 2,,... 2y) ist, der Zähler aber die 
Determinante mit 29 +1 = 4n-+1 Reihen: 


1,2 Pe SC: es, WERE LP und h 
‘ =) “ 2 D 2 — 
le, Kara rss er El DEU Ale 

—1 2 2 —1 
1.20, ARE: N are Re De re Ber 
e pP ö n k Pr | se, ER Ho 
l, zu 21 + 2p15 TSp—1 LUD eg P,—1 zp— 1 T Sp—1 Br—ı U n4 —ı Zy—1 
1 1% Io m > 2 n—1 
y y—1 ... &p—1hT sp—1 P,—1 Ein . . . . . ent Sp—] A pl 
pP Be 1 „nl a 1 
1,2, 2222 Spy PB ; 2.59 Po 2p 
ge NE S BC) ER, ’ ' ! Be a ta Ta 


so dass wieder zwei Constante vorhanden sind. 


$ 4. Wird die Function in den 2n +2 Werthpaaren 7,215 A T’,;21;5 SST,23;5 SIT’,22,..-SntıT, 
Znt1; Sn+1T2, 2741 unendlich gross erster Ordnung, so wird der Nenner A(z, 2, ... 2n+1) der Zähler aber 
die Determinante mit n—+ 4 Reihen 


ER deu EC Ba 

1 Zyyutee- zu Sı PD, PB 

1, RE 2a, 52 Dı, 5; PB: 

1; Zt) » °. a, Sn Bat, SaHı Br-tı 

1, &, BT aid; 6; PA), 6, Pa) 

Br ABLE NOS (CTEOZT CC) 
5° 


et 4 ERRSBER? 


Die Function enthält drei willkürliche Constante nämlich Z und {, und einen willkürlichen Faetor. Wirft 
man {, 0, auf ein Werthepaar s,T, z, so wird die Function in 2%” +1 Puncten unendlich gross und enthält 
dann wieder 2 Constante. 


$ 5. Wird eine Function für die Werthepaare sı, 215 5,225. - - ph p—1} Sp) 2p = Sp 
zZp—15 Spt pt — Sp eo 2, unendlich gross erster Ordnung, so braucht man nur in der im $ 3 
gebildeten Funetion in der Zähler-Determinante { für z, und 0, für s, zu setzen. Hieraus ergiebt 
sich, dass eine Function, die in 2% + 1 Puneten unendlich gross erster Ordnung wird, drei willkürliche Con- 
stante (nämlich [, {, und einen Factor) enthält, wenn sie in drei Werthepaaren mit demselben z, also s, 2; 
st, 2; st’, z unendlich wird. Geschieht dies nicht nur für einen Werth z, sondern für « Werthe, so ist die 
Anzahl der Constanten 2+ u. Man vergleiche hierüber einen Aufsatz von Roch in Crelle’s Journal B. 64, 
pag. 372. 


$S 6. Wird eine Function in Verzweigungspuneten unendlich gross erster Ordnung, so kann man 
die Form des $ 2 ebenfalls nicht verwenden, weil dann paarweise Reihen der Zähler- Determinante einander 
gleich werden. Wird jedoch die Function in jedem Verzweigungspuncte, in dem sie unendlich wird, unend- 
lich gross zweiter Ordnung, so lässt sich die Form des $ 2, passend erweitert anwenden. Sind x % ...%&u 
die 4 Verzweigungspuncte, in denen die Funetion unendlich gross zweiter Ordnung wird, so kann man zum 
Nenner die Determinante A(z, 2|, 2 .. Zpti—w #1 #2 +. %,) nehmen, während der Zähler die Determinante ist: 


1 0 EEE N Nez %s2”, A 52, 11822 2 7 Se » 


PH] 28 x 3 : a 
RI ARR I; Pt , Bis, 2 ea er Rz re et 
pl ; £ “5 „N p) 2 ,R 
h; 215 JuaNg zPt+ Fa ER aBsı 2, Rz =D}, tagt TB, S 2, 
2 2 id 
1, lu H Borimu Spt l—u:,..® ; i n ; als Pori—u Sp+1—u ?p+1—u 
— DR f D) n 
1; Zp+il—w an IT. Po-tiu Spti-u % : . a . oe. TPo-tı—u SpHi—u Zp+1 u 
IE, Fr: oBd) 3 (x a > ; ! 4 02 DIE) 
y. . Nr „ n 
13 Eu : $ { f i . R h 2 } ; r NER DC) ET 
- Dt 1 
100 a ko se De 0 ee 0 
up pH! 
l, Au A 0 : h : 5 : ß es v 
$ 7. Wird die Function in 2 Verzweigungspuncten % ... %„ doppelt und in zwei übereinander 
liegenden Puncten einfach unendlich, und verschwindet für z = %+ı und z=%,42, so kann man die Form 
des $ 4 verwenden, und erhält so für den Nenner A(z, 2), %,%2 . . . %n) für den Zähler 
2... 2 SB ep |=ss th (15). Aaı Rarcha Kna) 
4.2 “nl 2 
1, 2,, .. en S| A, Sl 
1m RE 00 


EL, 0 0 


. . D OD 


1 
1; Xn+2, oo. zn 0 0 


Also ist die Function, wenn man von einem constanten Factor absieht 
s. Bla — Ss): (21 —2) (2 — x) 2%)... 2%). 
$ 8. Eine Function die in einem Verzweigungspuncte x und für 9,215... Sp) 2y unendlich gross 


erster Ordnung wird, und im Puncte 6 S verschwindet, soll mit P(s, 2; 51, 215». Sp, 2p; % | 6, &) bezeichnet 
werden. Der Nenner derselben isi dann A(2, 2,... 2p x) der Zähler aber die Determinante von 2p-+2 Reihen, 


ras-. 


ZH METRK)" 0. (rs B Ss Pz—a) ... sPBlz— x)", PB Pe —x) ... Plz — x)” 


2%, (1— X)? ... (zı Ph Ts, RB; I. Ts Bil — 8%)”, USB, a. RER (2 X)” 
1—%, Es T2sı Bı, Een 3 ; F i j 2. 75 Br (2) — x)% 
- REN, } 1 a i 2e - z 
zu —%; (2% xp rl, Ts, By» ie ' h s : ; er 5,1, @p —%)” 
s 1 Ya 2 n PAY) 
Zu —%; ze a a IE Kr RT . ; Ä ... TB 2p —)” 
x el RT 016), u a DE RE Ele ae) 


-worin entweder die Vertikalreihe s®, s TB, sı 7? Bı ete. oder die Vertikalreihe s?B, s/; TB, ete. zu strei- 


chen ist, je nachdem x den Werthen & oder den Werthen f angehört. 
Ausser der Grösse { enthält die Function noch einen willkürlichen Factor. Ist {= x’ so bestimmen 
wir diesen Factor so, dass i 


3/7 2 
“| © en 5 en La pre 
lim ze 1a P(sz; sı 2; spp; 1x) — 1 
DR = 


wird. Mit Hülfe der %-Functionen wird sich dann später zeigen, dass diese Funetion oder wenigstens ihr 
Cubus in Bezug auf z, 2|,... 2, symmetrisch ist. 


$ 9. Nun müssen wir eine allgemeinere Function construiren, die in einer Anzahl von Verzweigungs- 
puneten in der ersten Ordnung und noch in einer Anzahl anderer vorgegebener Puncte unendlich wird, 
zusammen in 9 + 1 Puneten. Die Anzahl der Punete k in welchem die Function unendlich wird sei m und 
das Produkt der Differenzen z—k’.z—k"... z—k® sei O(z) wenn k... jene Verzweigungspunete 
sind. Die Anzahl der Punete f sei m und das Product 2—.z—f”... z—fM sei Q(z) und O(z).I(z) 
sei Z(z2). Dann ist der Nenner dieser Function Z(z). A(z, 21, 2... Zp Hi m—m) der Zähler aber die 
Determinante: 


Zen 2,2, DB OEL EP, EB ze, SEA EU N” 


ZZ HEMER ZEN NR 0, TB OLT, EBD... 2 PO 
2; .. 22%, Us BO, PL ER LU td... 75 PıDızit” 
4, E : r i z ; £ : : i ö 3 ‘ z . T? sr an a 
Zr, ; Ä : - i ; N f i h ; : i E i ar 
Er Ze. Ze ER an a eh ERDE" 


worin r kurz für p+ I—m—ım und Z, PB, 0, Ir für Z(zr) Bez) O(zr) Olzr) gesetzt ist. 


$ 10. In eine’ ähnliche Form lässt sich eine Function bringen, die in allen Verzweigungspuncten 
und in einem Puncte s,, 2, unendlich gross erster Ordnuug wird, sie ist nämlich, wenn A, statt A(z) 
geschrieben wird. 


ER Re ee Fan RN 
Rı, T 5; Rı, Ts 122g T rg ash 
a PDS P,Ts", 
2—z) RRı Bı Zeh 
PS +PSı ss RS 
en (!— 7) B irR Bı ı BP l .S. 
Pie —2) 
Diese Function wird in +3 = 2r+3 Puneten unendlich gross und wird deshalb dadurch, dass man eine 


additive und multiplicative Constante hinzufügt noch nicht die Allgemeinste ihrer Art, weil sie sechs willkür- 
liche Constante enthalten muss, von denen zwei durch Addition von As + 23 beliebig bestimmt werden können. 
Für unsere Zwecke ist jedoch die specielle, hier gebildete Function ausreichend. Wir setzen 


(PB +PBss +PAN):3: PB @—z) = (5,25 Sı, 2) 


und bemerken, dass diese Function für z = z, s = S,, wie l:r—zı unendlich wird, und für z = x 
verschwindet. 


$ 11. Später brauchen wir die Grenzwerthe: 


“ 3 re Bet 8 51 j PA.) 
3 EN Vz kr S(5, 2, 5 2) w (kr —2zı) i P(kr)’ 
En £ Pf.) 


R 
lim Ve S(s, 2; 5,2) = a — - 
3 a al - BaE\ 2 U 
z —h 3(f, —2ı) FE) 

$ 12. Eine Function die in den 2% Puncten s; 7, 215. 5ı T4:245 SaT, 295.53 TC, 2255 +. 80T, Zus Sa Ta za 
unendlich gross erster Ordnung wird, und im Puncte x unendlich gross zweiter Ordnung, im. Puncte x’ 
unendlich klein zweiter Ordnung, ist bis auf einen constanten Factor bestimmt, den wir vorläufig willkürlich 

lassen. Wir bezeichnen die Function mit Plz, 21 22... 2m,% | x) und haben alsdann 
Plz, 24 0.0. Zmt ik) | 2 2 he „„o (zellen 
An I: (4 —D2, fen (4a— DH, 5 Pı 


Zot, (m U. zu ed: 
"—t, (&—92,... (B-HrH, 0 


P (2,2 zuende AMazr 
y—h, a 2 Kiel, 35, 5b 

2—k, SP 

Fk, HN ei 


Plz, 21... |) =|z —A, (2 2... @ - NH SB, pP aa 
AT ENHERENAATRN S, 


zm—Äh, (zn — k)? ar (aa — kt, Sa In, SnPr 
Pk, W—N:... Wh, 0 0 
VÖ (0 Kr N) 1 0 


>= 12, —K, (zz). le ek) 8, ParAlesreee) 
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Zzm—k, (un —k)? ... (m —krt, Pr 
k'—k, (k—k) ...(K—krrH, 0 | 
Diese letzte Function wird aber im Puncte X nur unendlich gross erster Ordnung, und es zeigt sich, wenn 
x oder x der Reihe der X oder der Reihe der f beide zugleich angehören, dass dann von dem Nullpunete 
der Function 7 einer auf den Verzweigungspunet fällt, in welchem die Function unendlich gross zweiter 
Ordnung werden sollte, so dass sie nur in der ersten Ordnung unendlich wird. 

Wir notiren noch die speciellen Funetionen 


EB) CN H,E—)— EP) @—N U ,c—%) 


P(z, 6,%, #2... %n | %k) = Const. : 
(z B d) A (5 2) (z =) 
BE) ED 1 EC) — PO) ED ,@—%,) 
P (2, 6,%,%- m. %n| d) = Const,. —— = - 


(z ‘ws 1) Do) (5 Nr %,) (z I %,) 


und noch einfacher 
FE 
PIERRE N Ra) Rath) == Const Pzradı 


me 


(z wi kn+ı) (2, 2 Kn+ı) 
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PNA tt ne Tale) == Const, 2 lan) (a ti) 


2 — 
. 


$ 12°. Wir construiren nun noch eine allgemeinere Function Plz, 21... m X %2...%u | #,%.- m) 
welche in den 2n Puneten s,T,2,; s,T2, z,(v = 1,2...n) unendlich gross erster Ordnung wird, und in den 
Puneten % %2...%, unendlich gross zweiter Ordnung, und in den Puncten x, %,... , unendlich klein zweiter 
Ordnung. Hierzu sei 


7 154 4 ir 4 2 4‘ 4‘ « 
Zar, N  Zy Kun, I = 2ZyTR,2yTRy 2. 2y Kg, 
i QD, ZusE Zy Hg] . Zu T%gr2 «kalte Zy— Kun 


wenn die Puncte % ... x, der Reihe der A und x%,41 ..... %, der Reihe der f angehören, dann ist 
1 ‘ 
42 2,4... m, 4%...) Paz... m... Ku) Ru) = 
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Ein eonstanter Factor bleibt dabei willkürlich. 


u a Die Funetionen y. 
$ 13. Sind F(2), $(z) ganze Functionen von z vom Grade m mit willkürlichen Coeffieienten 
also mit je m + 1 willkürlichen Constanten, so nennt Riemann die mit manchen ausgezeichneten Eigenschaften 
behaftete Funetion A en 
sF(z) + $(z2) 


eine Function P(s,2) und die 2» —2 Werthepaare, für welche eine solche Function verschwindet, durch eine 


Gleichung g = V verknüpfte Werthepaare. In der Function 9 sind als specielle Fälle solche enthalten, 
welche in weniger als 29—2 Puncten verschwinden, und es fragt sich, welche 2» —2 Punete dann als 
durch eine Gleichung 9 = 0 verknüpfte Puncte anzusehen sind. In diesem Falle muss man zu diesen 


Puneten diejenigen hinzunehmen, in welchen die allgemeine Function 9 unendlich wird, die specielle aber 
endlich bleibt. Z.B. die durch die Gleichung s—=0 verknüpften 2» —?2 Puncte sind die an +1 Verzwei- 
gungspuncte A, Ay... . Äntı, in denen s verschwindet, dazu sind aber noch die drei Werthepaare (s, z) = 
(1, ©), (7, &©), (72, ©) je n—1 mal, also 3n—3 Puncte hinzuzufügen, weil dort 9 im Allgemeinen unendlich 
gross n— lter Ordnung wird, das 9 = s aber endlich bleibt. Die durch die Gleichung 2—zı = 0 ver- 
knüpften Werthepaare sind erstens die: (s|, 21), (8, T, z,), (s, T?, z,), sodann die: (1, ©), (T, &), (72, &) je 
n—2mal und dann noch die Puncte & &... fa}ı, in denen 9 im Allgemeinen unendlich wird, das speecielle 


p = z—z, aber endlich bleibt. Es ist leicht ersichtlich, dass zur Bestimmung von 29 —2 durch eine 
Gleichung 9 = (0 verknüpften Puncten auch die Funetion 
n—1 n—1 


BBt2)T,P(2)) 


genommen werden Könnte. 


$ 14. Verschwindet eine Function g für (s,2) = (sı T, 2), (sı T?, zı) so verschwindet sie auch 
n—l1 n—l n—1 n—1 
für (s,2) = (Sı, 2). In der That setzt man sta) + Fla)=I, st rFlz) + Sla) = I 
n—1 
so folgt durch Subtraetion r(I—r)sı F(z,) = 0. Wenn aber z; kein Verzweigungspunct ist, so muss 


F(z,) Null sein, und also auch %(z,) muss Null sein, also hat die Function den Factor z—z|. 


S 15. Verschwindet eine Function p in einem Verzweigungspuncte zweimal, so verschwindet sie 
dort auch noch zum dritten Male. Dieser Satz ist nur ein specieller Fall von dem des vorigen Paragraphen, 
und kann ebenso bewiesen werden, nur machen die Puncte f eine besondere Betrachtung nöthig, weil in 
ihnen die Funetion 9 unendlich wird. Wird 9 in einem Punete 4% unendlich klein, so muss nothwendig 
(Ak) verschwinden, dann ist die Ordnung aber immer nur die erste. Deshalb muss auch noch Z(k) ver- 
schwinden. Dann ist aber die Ordnung die dritte. Bleibt p in einem Puncte f endlich, so muss FÜ) 
verschwinden. Dann ist aber nur ein Punct fortgefallen, und erst wenn auch #(f) verschwindet, wird @(f) 
unendlich klein, aber unendlich klein zweiter Ordnung. Dies ist aber aequivalent dem, dass drei Puncte Null 
auf einen Punet f gefallen sind. Man kann im letzten Falle für 9 auch die Function #+ 5% nehmen, 
so wird die Untersuchung der frühern analog. 


$ 16. Wir können somit den Satz aussprechen: Verschwindet eine Function 9 in einem Verzwei- 
gungspunete zweimal, (oder wird sie wenn derselbe ein Punet f ist unendlich klein erster Ordnung) so befindet 
sich unter den, diesen Puncten durch die Gleichung 9 — 0 verknüpften Puncten, derselbe Verzweigungspunet 
mindestens noch einmal vielleicht auch zweimal. 

$ 17. Wir erledigen nun die Frage: Wenn von den 2» —2 durch eine Gleichung $ —= U ver- 
knüpften Puneten y—1 Verzweigungspuncte, die einfach oder doppelt, aber nicht dreifach vorkommen, sind, 
welches sind die übrigen? Sind % % .. %, solche von den 2% —2 einander verknüpften Puneten welche 
doppelt zu rechnen sind, so muss nach Obigem die Function $ die Form haben (—%) z—%)... 


n—u—1 n—u—1 
(.—%,)(sFt z )+$%(0 z )). Die übrigen p—1— u Verzweigungspuncte, die nur als einfach 
5 4 1 EN 6 GH g! . 
vorkommend POrEOE DEN Bind,’seienEk,, A, mm Sn SEELE fo und es sei 2#+»+0 =.p—1. Dann 
N—M— 1 
mus ( z ) fürz=kKkxk,...k, verschwinden, und also entweder muss «u +r=n—1 sein, oder es 


n—u—| 
‘ 4 
muss = 0 sein. Ferner mus #( z ) fürz=f#,E,...f, verschwinden, und also entweder muss 
u+o=Zn—1 sein, oder / muss identisch verschwinden. F und 5 müssen zusammen +0 —=p-—-1—2u 
— 2(n— u) —1 Factoren z—%k, z—f enthalten. Da sie aber nur 2r — 2u—2 Factoren zusammen ent- 
1, ) . D 
halten können, so muss nothwendig eine der beiden Grössen / oder Null sein. Ist nun zuerst —=b0 
, fo) 


also ut» >n—1 und utoe<n—1 so geht die Function 9 in die Form über z— ku... konn 
E N mo N 
u Eee z ). 
Die Function verschwindet also erstens noch zum dritten Male in den Puncten A, Ay... Ku wird 
ferner unendlich klein zweiter Ordnung für z=fiff,... % und verschwindet endlich in den von 
Kt k, verschiedenen unter den Puncten A, Ay... Än+ı von denen einige schon unter den X enthalten 


sein können, so dass diese also doppelt zu nehmen sind, und endlich in den 3r—u—o—1) Puncte in 


n-—-0 —u—1 
denen 4 ) verschwindet. Also sind die den vorgegebenen verknüpften Werthepaare ertens 
“+ 20+n+1—v Verzweigungswerthe, und dann noch 3(R — 0 — u— 1) Werthepaare die zun— go —u—1 
Werthen von z gehören. Die Summe dieser Werthepaare ist 41— 2 — vr —0—2u = p—1. Nennt man 


die Anzahl der Werthe in denen g verschwindet und die nicht Verzweigungswerthe sind g, so verschwindet 
p ausser in den vorgegebenen Verzweigungswerthen noch in »—1-—-g andern, und enthält y+i 


willkürliche Constanten. Die Zahl 4 erreicht ihren grössten Werth, wenn v = n-+1 ist, und in 

(p—1—n—1) = —(n—2) Puncten f unendlich klein zweiter Ordnung wird. Dann ist —=--n, und es kann 

q wohl kleiner aber nicht grösser als diese Zahl sein. Aehnliches ergiebt sich wenn 7 Null ist, man braucht 
n—1 n—l 


dann für 9 nur die Form $(z) 8 + F(z) zu Grunde zu legen. 


$ 18. Eine Function, die in » oder weniger Puncten unendlich gross wird, ist nach Riemann der 
Quotient zweier Funetionen 9 und kann daher in der Form 


n—1 n—1 n—1 n—1 
gFlz)+Blz)):EFlz)+%(2)) 
oder symmetrischer in der Form 


n—1 3 n—l 
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- 


geschrieben werden. Wir werfen die Frage auf, ob eine einwertlige Function von s und z existirt, die in 
p Verzweigungspuncten, von denen keiner dreifach vorkommt, und sonst nirgend unendlich gross wird. Zu 
diesen Funetionen müssen auch solche gerechnet werden, die in weniger als den » vorgegebenen Puncten 
unendlich werden, aber doch in einigen derselben und keinen anderen Puneten. Auszuschliessen aber ist 
die Function, die gar nieht unendlich wird, die Constante, sonst wäre die Frage von vornherein zu bejahen. 


Es seien nun die Verweigungspuncte in denen die verlangte Function unendlich gross zweiter Ord- 


[ZI 


nung wird, die Puncte k, k,, IR % t.. Rh ine und die Puncte in denen sie unendlich gross erster 
Ordnung wird A A, ...k,EE,...E und es sei zuerst /=I. Dann muss die eine dieser Zahlen, weil 
ihre Summe gerade ist (2(m+m) + 7+1=p— 2n) um mindestens 2 Einheiten von der andern verschieden 
sein. Es siö=I!-+e, e=2. Dann ist nothwendg n+1=Zm+tm-+Il. Denn es isst mm +! = 
p—m—m—!+: also 2(m+m +1) = 2n+e odr m+m+i=n+%e Sind nun die Puncte k in 
denen die Function nicht unendlich wird k, k,... Fa und ist 2>[, wie schon angenommen, so ist 
die Function 


77 u u mm —n—1 [7 u u 
u ee ARE Fa) ARE | z ):@—E)@—$).-. @—1,) 


eine Function die in den vorgegebenen Puncten, oder wenigstens einigen von ihnen und keinen andern 
unendlich wird. Sie enthält m+m-+I/—n willkürliche Constante. Ist [>/, so ist die Function 
nn Ph nv m+-m4-I—n—1 x A = 
nl a ak kei a). 

wenn die Function in den Puneten bs Rx Ex ... nicht unendlich wird, die verlangte. 

Ist nun ferner 7 — |, so muss die Function im Nenner des Quotienten, welcher unsere Function 
‘darstellt nach $ 17 von der Form ze Do ih z—k,.z—k, ...2—kı oder Vehzuef, BER 
Mr AR z—f, sein. Ist m+2<n—1 oder m+l= m+1!<n—1, so tritt noch eine ganze 
Function als Factor hinzu die auch im Zähler stehen muss. Da m+l+m-+! = p ist, so muss entweder 
m+1>n—1 odr m+/>n—1 sein. Tritt beides ein, ist also m —= ın, so existirt der Nenner nicht, 
also die Function selbst nieht. Ist aber mm so tritt einer von beiden Fällen ein, man kann sich aber 
wegen der Analogie der Untersuchung auf einen beschränken. Es sei m+/=n—1. So ist also unsere 
“ Funetion in der Form enthalten 

_ mH+ = m-1 = u u . 
VPFrLz) + VB. Ftz):[VB.@—K)... @—k,).(@—K).... @—%)] 
n—1—m—I 


weil der Zäbler den Factor f( z ), den der Nenner enthalten kann, ebenfalls besitzen muss. Der 


° “ 7 4 fi N m--1 
Zähler muss nun in den Puncten A, ... k,k ... %k, verschwinden, und es muss deshalb A(z) = 


4‘ dd 4 iR = 4 “4 = 
C.z—k, ... z—k, sein. Ferner muss der Zähler in den n+ 1—m—/ Puncten f, f,... verschwinden, was, 
m--1 
da n+1—m—!>m ist, nur dann möglich ist, wenn #( z) Null ist. Dann redueirt sich also unsere 


Function auf eine Constante und wir haben den Satz: 
Eine einwerthige Function von s z, die in » Verzweigungspuncten unendlich wird, von denen eine 
Anzahl / der Reihe % und eine gleiche Anzahl der Reihe f angehören (wenn auch /= 0 ist) und welche 
in allen übrigen Verzweigungspuncten, in denen sie noch unendlich wird, unendlich gross zweiter 
Ordnung wird, ist nicht vorhanden, noch auch eine solche welche in nur einigen dieser Punete unend- 
lich würde. Nur etwa die Constante kann als eine solche Function angesehen werden. 


Die Riemannsche Fläche. 
$ 19. Die Riemannsche Fläche, die wie s (oder $) verzweigt ist, ist überall dreifach über der 
z-Ebene ausgebreitet. Ihre Verzweigungspuncte sind sämmtlich doppelte, um die sich die Fläche dreimal 
windet, also dreifach zu rechnende Puncte, die sich immer in drei Blättern zugleich befinden. Sie liegen 
über den Puncten A, , Ay, . . . Antı, intı der z-Ebene, und es ist demnach die Anzahl der einfachen 
Verzweigungspuncte mit 4n +4 in Rechnung zu bringen, weil 2 +2 doppelle vorhanden sind. Die für 
.den Zusammenhang charakteristische Zahl ist demnach (R. p. 129) 


159) 


Thomae, Abel’sche Functionen. 
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Diem. 
Sehon im Vorhergehenden wurde zur Abkürzung p für 2n gesetzt. 

Die Verzweigungspuncte sind durch die Bezeichnung in zwei Klassen geschieden. Die mit lateini- 
schen Buchstaben gekennzeichneten treten im Zähler der Function s, die mit deutschen Buchstaben im Nenner 
von s auf. Die mit demselben Index bezeichneten Puncte A, und ir sollen ein Paar Verzweigungspuncte 
heissen. Führt man einen dem Werthepaare s, z entsprechenden Punct, oder kurz einen Punct s, z um den 
Verzweigungspunet oder Windungspunet X, positiv herum, d.h. so, dass %,, immer zur Linken liegt, so 
geht s in rs, $ in 7?3 über. Führt man aber den Punect s,z um t., negativ herum, so verwandelt sich 
ebenfalls s in 7s, $ in r?8. Hieraus folgt, dass wenn man den Punct s,z in einer einfach geschlossenen 
sich nicht selbst schneidenden Linie (Schlinge) um ein Paar Verzweigungspuncte ku I herumführt, s und 
ebenso 8 ihren Werth nicht ändern, wofern nur in das vom Wege umschlossene Ebenenstück kein anderer 
Verzweigungspunet hineinfäll. Wenn man demnach X, mit &,, A, mit &, ete. A„4ı mit %,-ı in jedem der 
drei Blätter durch Linien verbindet, die sich der Einfachheit halber nicht selbst noch unter einander schneiden 
sollen, so jedoch, dass die in verschiedenen Blättern dasselbe Paar von Verzweigungspuncten verbindenden 
Linien einander decken — so wird man in jedem Blatte, für jeden Werth von z bei stetiger Fortsetzung 
nur einen einzigen Werth von s (und ebenso von $) erhalten, wenn man z über keine der gezogenen Linien, 
die Durchsetzungslinien heissen, hinwegführt. 

Will man nun die Blätter ordnend zählen, so braucht man nur in jedem derselben einem einzelnen 
Werthe von z einen bestimmten der drei Werthe von s zuzuordnen. Dann ist das Blatt wegen der Stetig- 
keit von s in seiner ganzen Ausdehnung dadurch definirt, dass die Puncte eines Blattes immer den Werthen 
von s zugeordnet sind, welche durch stetige Fortsetzung auf Wegen, die über keine Durchsetzungslinie 
führen aus dem festgesetzten Einzelwerthe erhalten werden. Ueber die Durchsetzungslinie A, R hinweg setzt 
sich ein Blatt in ein anderes, den stetigen Zusammenhang vermittelnd, fort. Wir wollen die Richtuug der 
Durchsetzungslinie von X,, nach 177 als die positive, und die für diese Richtung linke Seite als ihre positive 
ansehen. Setzen wir nun weiter fest, dass man durch einen Uebergang über eine Durchsetzungslinie von der 
negativen zur positiven Seite, z. B. durch einen positiven Umgang um einen .der Punete k, oder durch einen 
negativen um einen der Puncte f, stets aus dem ersten ins zweite, aus dem zweiten ins dritte, aus dem 
dritten ins erste Blatt gelangt, so ist diese Annahme mit dem stetigen Zusammenhange wohl verträglich. 
Beim Uebergange von der positiven zur negativen Seite ist die Reihenfolge die umgekehrte, so dass man 
aus dem ersten ins dritte, aus dem dritten ins zweite, aus dem zweiten ins erste Blatt gelangt. Ist dann 
in irgend einem Punete z ='‘z, der Werth von s = s, im ersten Blatte gegeben, so ist er 7 s; im zweiten 
zT’ sı im dritten Blatte. Der Werth von s im dritten Blatte ist aber gleich mal dem Werthe im zweiten, 
im ersten gleich mal dem Werthe im dritten Blattee Nun könnte noch der Werth in irgend einem 
Puncte des ersten Blattes genau gegeben werden, um dieses als das erste zu kennzeichnen. Z.B. dadurch, 
dass für ein bestimmtes z der Werth von s im ersten Blatte den kleinsten Winkel haben solle. Hierzu liegt 
jedoch zunächst keine Nöthigung vor, und es soll dies deshalb nur da geschehen, wo es gerade gefordert wird, 

$ 20. Die Zerschneidung der Fläche 7 in eine einfach zusammenhängende kann nun wie folgt 
geschehen. Im ersten und dritten Blatte ziehen wir die Querschnitte db, und ib b, und b;, BE ni. ” 
je zwei um ein Paar Verzweigungspuncte herum. Die Züge (Schlingen) 5, und by sind einander congruent, 
aber ihre Richtung ist die entgegengesetzte, und b,, liegt gänzlich im ersten, b, gänzlich im dritten Blatte. 
(In der beigezeichneten Figur sind in der obern Zeichnung welche nur Linien im ersten und zweiten Blatte 
enthält, die Linien im ersten Blatte continuirlich ausgezogen, im zweiten punctirt, in der untern Zeichnung, 
welche nur Linien des zweiten und dritten Blattes enthält, sind die Linien im dritten Blatte ausgezogen, die 
im zweiten punctirt. Die Durchsetzungslinien sind in beiden Zeichnungen ausgezogen). Die beiden Quer- 
schnitte a; und a, ziehen wir um die Puncte Ä, /n+ı herum einander econgruent, so dass alle Puncte f, h...&, 
im Innern der Schlinge liegen. Während a, im ersten Blatte an der Stelle * beginnt und in der Richtung 
des Pfeiles weitergezogen ist, beginnt «, an der Stelle = im zweiten Blatte in derselben, in der Figur von 
einem Pfeile angedeuteten Richtung und geht über die Durchsetzungslinie /„41 f»+ı hinweg ins dritte Blatt, 
während a, über dieselbe ‘Stelle der Durchsetzungslinie ins zweite Blatt. geht. Ueber die Durchsetzungslinie 


k, fi hinweg geht a, ins erste Blatt zurück, und an derselben Stelle geht a, aus dem dritten ins zweite 
Blatt. Nun führt 5b, von der Stelle x aus vom positiven Ufer von a, aus auf das negative zurück, b, von 
der Stelle * * aus vom positiven Ufer von a, aus auf das negative zurück. Hieraus ergiebt sich die ent- 
gegengesetzte Richtung von 5, und u Nach dieser Beschreibung der Schnitte giebt die Zeichnung 
hinlänglich deutlich an, wie @ @, 43 Q3, . . . An @, zu ziehen sind. 

Durch die Systeme a, bı, a Bi, 42 ba, ds 2 an 4, D„ ist nun die Fläche 7 in eine Fläche 7’ 
zerlegt, die allerdings noch nicht einfach zusammenhängend ist, weil ihre Begrenzung nicht aus einem 
Stücke besteht, sondern es sind dazu noch Linien, (die Riemann mit cı c&2 . . . bezeichnet) nöthig, welche 
je ein System mit einem folgenden verbinden. Allein diese Linien können hier ohne Nachtheil fortgelassen 
werden, weil alle Functionen die untersucht werden, also namentlich die Integrale in 7 einwerthiger Functionen, 
aber auch gewisse dreiwerthige algebraische Functionen von s und z in der hier beschriebenen Fläche 7” 
stetig sind, d.h. zu beiden Seiten der hier fortgelassenen Linien (cı & . . .) gleich sind. 


Die überall endlichen Integrale. 
$ 21. Jedes überall endliche Integral kann aus den 2n = p speciellen 


z4—lgz zu—lgz 
je SER In WET ee. = 
w,(s, 2) Jh Se &,P(2)* rg 


linear mit constanten Coefficienten zusammengesetzt werden, so dass das allgemeine Integral geschrieben 
werden kann‘) 


n 


vw — > (4, m, + A, w,,) 
1 


wenn die A und X willkürliche Constante sind. 


*) Um bei einer Summation die Kennzeichnung des Summationsbuchstabens oder beim Produetbilden die des 
Produetbuchstabens, die in obiger Gleichung noch geschehen ist, fortlassen zu können, soll dabei, wenn es nicht be- 
sonders anders bemerkt wird, immer der Buchstabe » oder »‘, »“ etc. als ganzzahlige Veränderliche angewendet werden. 


yl: 


$ 22. Die Periodieitätsmoduln der Functionen »,, oder w, an einem Schnitt @, oder b, hängen 
nahe zusammen mit den Periodieitätsmoduln an den entsprechenden Schnitten a, oder b,. Wir bezeichnen 
die Periodieitätsmoduln so, dass »,, auf dem positiven Ufer von a, um 4,,,. grösser ist, an auf dem negativen, 
auf dem positiven Ufer von b,. um Du grösser als auf dem negativen. Die entsprechenden Grössen bei 
Ay bus aber sollen Ay Baw sein. Die Periodieitätsmoduln von W,. bei 4, Dir Ay dur sollen bez. mit 
Au Du BR Din bezeichnet werden. Nun ist, wenn der nen der allemal in positiver Rich- 


one 1 nrenkte) Linie zu nehmen ist, wie eine untere Grenze an das Integral gehängt wird 


bus bu Au‘ 
Vo u Bi = Wlan, 
0 bu‘ au‘ a 
woraus folgt: # , “ 
nd \ / ee 
Ayu‘ E- — TAuu Au Te — Yun Buw = re Bau Duw rl Bau 


$ 23. Aus diesen Elementarintegralen setzen wir zunächst Integrale zusammen, welche, weil sie 
zwischen den Elementarintegralen w, {W und den nachher zu bildenden Normalintegralen « und U in gewisser 
Beziehung in der Mitte stehen, Zwischenintegrale heissen mögen. Diese sollen an n—1 Querschnitten @ 
und n—1 Schnitten a den Periodieitätsmodul Null haben, und nur an a, und Ay einen rein imaginären. 
Wir bilden nämlich, indem wir mit d eine formale Differentiation anzeigen, die Funetionen 


X 0] A dl A x 
2,52) = Zu = Nölil,, u&2)—=t = im & En | W,, 


worin | 4 | für | 427° |-und | X | kurz für | Wyz- | gesetzt ist. (Man vergleiche die Einleitung.) Der Periodiei- 
tätsmodul von ®,, bei a,. und gg ist Null, wenn «= u“ ist, bei a, aber ix, bei Br ist. er —Tir. Der 
Periodieitätsmodul von L,, bei @,. oder a, ist ebenfalls Null, wenn u=w ist, bei a, aber ist er — Tin, 
und in bei 4,. Die übrigen Periodieitätsmoduln sollen so bezeichnet werden, dass &,, bei b,‘, b,,. bez. die Mo- 
duln 2a u ; al aber bez. die Periodieitätsmoduln L,, nn hat. Dann ist offenbar 


Ze = Pan I) = la, Ku = lan I | = | Hal. 
Wendet man die allgemeinen Relationen, welche zwischen den Periodieitätsmoduln der Integrale 
erster Gattung bestehen (R. pag. 147) auf die x und t an, so folgt: 


IT — Ku) FÜR Aue — Ku) = I 
oder 
I Ay ra Zuge + TC Kup) = V 
welche Gleichung von selbst sich als richtig erweist. Ferner ist aber 
Te N 
oder we . 
eu 4 —t Eh En ‘ ‘ —_) = — SWR N 
Eur — Fly Fu TLyuı Ewa ll ZT) Ta) au 
7 = —— Va 2 ; 7; Yu = Ve 2 ‘ 
El 1 Ra nun nr 
al "lan, ae Slam | |] 
B.. RR OX OL „ B IR 
Für die Funetionen 9 im Zähler von TEN führen wir Abkürzungen ein, indem wir setzen 
n 
wid] A| vl Su, (2) Sid U], Sm (2) 
_—\ ’ | m; ’ 
: ÖAyu u ud N, u 


so dass also zu schreiben ist 


I 13 une tur 


ee rial da 
Lu = In Po’ 17 = IT SPp@) . 


$ 24. Aus den Funetionen .e und X bilden wir die Normalintegrale « und u durch die Gleichungen 


ist. 


u tt Te, tEX 
u N u BR. Le} u u 
en nn), Tislit, Tantzanstl 
woraus folgt 
Eu == HUu TU, Eu —— Tu + U Lu + Eu ——— (lu + u) (1 ee T). 


Dann hat er 

u, bei allen 4 und a den Periodieitätsmodul O nur bei a, den iz, 

u, bei allen « und « den Periodieitätsmodul O0 nur bei @,, den in. 
Die übrigen Periodieitätsmoduln an den Schnitten b und 5b sollen so bezeichnet werden, dass 
‚ bei UR den Modul @,,., 
‚ bei d,. den Modul q,,,. 


4, bei b,. den Periodieitätsmodul @,,,, 


u, bei Dr den Periodieitätsmodul a 


DEN he a 
hat. Aus den im vorigen Paragraphen abgeleiteten Gleichungen 2 — Tlyur Eu = TE folgt demnach 
Men, 1 — 2 ME = ‘ 
a Ren ENTE 
—= —T? 4 4 
Tiuu' + Au —— 15 Gum + Tun B 


$ 25. Löst man diese Gleichungen nach ERRL und Ay‘ auf, so erhält man 


= —d ll Au = 4 Q 


Trap uU un? Ru er un Sun 
Hierzu kann man noch die Relationen fügen, welche aus einer bekannten Eigenschaft der Integrale erster 
Gattung (R. pag. 144) fliessen, 


a a a el tan an ya 


Wenn man diese mit den vorhergehenden combinirt, so findet man noch 


Rum er Te Fe Ayplt art du 


2a en 


TE rt" u 


endlich ist 
Ge et), Ayı = lu tr Pay): AT). 
$ 26. Werthe der Integrale u und u in den Verzweigungspuncten. Die Werthe der Integrale 
“ und U hängen noch von einer willkürlichen Constanten ab, von dem Werthe in einem beliebigen Puncte. 
Deshalb wollen wir zuerst nur die Differenzen der Werthe eines Integrals in den Verzweigungspuncten 
untersuchen, und beginnen mit den Integralen x, t,. Die Differenz x, len) (in leicht verständ- 
licher Bezeichnung) ist Null, wenn «Zu und «<n-+1 ist. Denn der Periodieitätsmodul von % bei au, 
oder was dasselbe ist, das über b,. genommmene Integral 
S de, ist gleich fe N)de,, 
bu: ku 
wenn das letzte Integral im ersten Blatte über das positive Ufer der Durchsetzungslinie A, Eu erstreckt 
wird. Also ist er dx, = 0. Ebenso ist AR dr, = 0 und also 2, (ku) — Lu (ku) = 0. Hingegen ist 
Kur ku 
Su = —in, S Eu — tir 
bu bu 
und demnach 
eu (£,) UL ER a en E22 
zul) — Luk) SMF all — 9:22 (ll cr) = Firm), 
Eee = Aizr, 
El tl meer irre (72) 2(18- cos 


2 
3 


ra) = inll — 7). 


Hieraus ergiebt sich 
ul) = Ulla), Un (Eu) = Uulku) u Zu, W<n+|, 
ud uk) TE id — Luk) + Tu en Er, ylaseh 2) 
=, in ll - TH TIEF Fin, 
U, (£,) —u,(k,) = TE (u) — 72, (K) + Eu I) ky (ku): : (1-7) = in. 
Eine ähnliche Betrachtung ergiebt noch, j 
Uy (+ Mr Uu (Knrı) Enr ziR, Uu (u+1) = Un (kur ı) ide 


3 
Die Differenzen ©, (ku) —&u lu), Eu kur) — Lulu) ergeben sich aus den Gleichungen 
ukrr 1) wre (ur) (1 — 7) —— Lu, +17 Luu's 
Eu (Kur) 1 Eu u)\ (kamtı == Eu, uw'+17 7 Ku» 


oder 
Eule) Au) ar) — au — Zur) We 
Eu kur) — Eu ea) = FAT) Euer — Eu) — 5 Kae T Eur) AP). 
Hieraus folgt nun ! 
Yylk+1) 7 (u) => Y@uw+1 =; Zu‘) dert (uw — Eun‘) ((— 9: 1— 7%) 
— Le +1 Su Fler u e Bu +1 + Eu +1 Zu Ola. 
re 3 Au — uU U nr u Auu Ka 
U,(krrı) u (fu) zu Sr ur — B Vu) (T — Tr?) — (Eruye+ ee) (1 — 23)! :1— 9) 


— ll — dar) FE Aa Aut). 
$S 27. Die in den Integralen « und u enthaltenen additiven Constanten werden später nach Rie- 


1 
mann’s Regeln bestimmt. Vorläufig geben wir denselben die Form > _1 fu nn und nehmen an, dass 


1 
Uu (n+ı) — De U (E,rı) == es 
sei. Dann construirt man mittels der eben gegebenen Formeln leicht die beiden auf Seite 14 und 15 unter 


dem Text stehenden Tabellen, in welchen eine beliebig unter und hinter dem Strich herausgegriffene Grösse 


1 1 1 N 1 n 

Ve 1> TR | Ks, als Bu re Fode en 
kı (a1 — MA); (ar a ); 3 (Auı Au) 3 ( — 41); 
t, (a1 —aı)++ir, > (azı 91), 3 auı Yu) RR Ay), 
kz 3 (412 — 42) +32, 3 (2 — 0), 3 (a2 — 42), 3 (02 ee 
f, (2: —42)+3 ir; > (a2 92)+ 7 Si 3 (au — Au2), + (@%, — 43), 
ka = (013 — 3) +-> IT, + (Q 23 — 0 ) + (3 443), >(@ n3 Er.) 
Ku lin a) an: re (a3, 23.) +3 3 Au 0 Au ir 3 An An) 
ar u wW+r a ul P a an ui EL u dt Fir.» lau nu); 
kn 15 (a ar +32, 3 (0, 93.) +zin,.. ln — un) +30, la Lmr 
t, 3 An am) + Fir, Sa a) + HR: 3 (An un) +32, tr 
Kntı 10, in he u, Erg hie, 
b+ı v, 0, nt v, el, 0 


REN 1 5 ee ee 


den Werth der Function angiebt, mit welcher die Vertikalreihe überschrieben ist, in der sie steht, und zwar 
in dem Verzweigungspunete, welcher der Horizontalreihe nebengeschrieben ist, in der sie steht. 

$ 28. Die Grössen K und 8. Riemann bestimmt (R. p. 148) die Anfangswerthe der Integrale 
und u so, dass die Summe ihrer Werthe für 2? —2 durch eine Gleichung 9—=0 verknüpfte Puncte nach einem 
System ganzer gleichzeitiger Periodieitätsmoduln congruent Null ist. Nehmen wir als Puncte die auf solche 
Weise mit einander verknüpft sind die Wurzeln der Gleichung 

SZ le Zul, 
so bestehen dieselben aus den Puncten A, Ao,... Antı und (sı, 21), (sı T, 21), (sı T, 21), - - . (Sn-ı, Zu—1), 
(Sn—ı T, ZR—1) (Sn-ı T?, 2n-1), die zu je dreien über den Puncten 2, 22... z„-ı der z-Ebene liegen. Nun 
wollen wir ein System von Grössen (CO, & ... (u &,& ... &,) hinfort kurz mit (C;; &,) bezeichnen, 
so dass der Buchstabe A in dieser Form ein System von n-Werthen 1, 2... n der Reihe nach vertritt. 
Dann ist (nach R. pag. 138) das System 
(ur (Ss, 21)+ u,(5\ T, z)+ u, (81 T>, 2); u) (S1, A) r u, (5 T, z)+ U, (si q?, 2,)) 
für sich einem constanten d. h. von z; unabhängigen Werthsysteme nach dem vollständigen Systeme gleich- 
zeitiger Periodieitätsmoduln congruent. Wirit man z, auf einen Verzweigungspunct, so sieht man sofort, dass 
3 


3 N 
dieses System von Constanten gleich (= E; Pre 8) ist. Das Werthsystem 
De DR 


a n-H1 Kan ie 
» 1 k); Nu) - u w; Nu 6) 


kann den Tabellen auf Seite 14 und 15 entnommen werden. Es ist nämlich 


n--1 n-1 
($ u,(k,), > u, (,)) =. 
1 1 


n N 
iS =— eh ER n+1 m \ “= R & n+1 
EN (0,70 fan FA Mir BZAn, M,— Q;,, Im +1—3)ia R;]. 
€ x fi Ar 2) + 3 (rn + ) us, Aıanz . Ar a) + (ar ) ae h 
Zur Abkürzung soll noch 
n Rn 
— N r br F | —_- A EI 
(2%) = (> (a, — Ay) Hm Hl— Min; (a, —0,)+@n+ i—2)ir) 
1 1 
1: Ayıs I 2. i 
Th ee ee Me en Un = 1 
ki | 3 (a1 —Mı ), 3 (A — My), ar Ar — Ay), al — A), 
f, 3 (1 0) ” : ITE, S Gen 0,1 » Zee 4 Ay — Au) en a Ay), 
key 3 (92 —Ap)+FiR, 3 (92 — 142), nel 3 ru) Ee 3 (2 — 2), 
t, 3 (92 - 2) hr, Ze alien 0.50 — Am?) 
kg (43 — (3) = iR, —- (A335 —dy3 ) ar ln, spe. ER (Aus —du3), ae 6 #(dya 08} 
Ku ua) tr iR, (au — az) hi iR, SE 3 Au Yu) ee 3 (Opu L Anu)) 


E, sau —-udJ+ zin, > (Az ltr, a 3 (Au u) tz iR, ur 3 Yu — a)ı 


. =7 & h 1» 1 EM ER 
E, aa) tr FR, 3 + FR, 7% 3 (Aum Run) Hair, gan Ayn) ryiR, 
Fin ice Lim, N in, Be Lin, 
Bu 0, 0, RN 0, BA 0, 


Rn m ri, am) tFiR,... 3 un Sun) + iR, as 3 (Ann — Bun)ı 


gesetzt werden. neu ist 


n--1 n+1 n+1 1 1 
S u,(k,); > u, (k)) = w u); >2 u) 6) u (+ He En m — 1 8) 
($ u,(k,) + x ler (SHIT IN? Ar 
R en = @m+4L; 2 +48) = 0; 0). 
2 u,(%k,)+ »2 [u, (S, 2) + U (8, 7, 2) FU, TH, 2,)] ) 


Aus dieser Congruenz geht hervor, dass, wenn wir 
Vi Le, 
setzen, (M,; M;,) ein vollständiges System ganzer gleichzeitiger Periodieitätsmoduln ist, deren Zahlencoeffi- 
cienten erst mit Hilfe der 9-Functionen näher bestimmt werden können. 


$ 29. Nun wollen wir einige Systeme von Summen der Werthe der Functionen % und u in Ver- 
zweigungspuncten mittels der Tabellen auf Seite 14 und 15 in den eingeführten und in noch einzuführenden 
Bezeichnungen ausdrücken. Zuerst ist 


(M (at) — 2 >» u); U (ar) — 2 »2 u, 6) es 


hab; - HD Arm SD me 
wenn N;, N, neue durch die Gleichung 
(M} + 74; M, + %,) = (A; 3; N) 
definirte Bezeichnungen sind. Will man, und dies gilt namentlich von Theil Il, übermässig lange Ausdrücke 
vermeiden, so muss man solche Abkürzungen einführen. = soll noch zur Abkürzung 


m 
u) ’ () 
DI PB, Bat FH FH ELBE, Mi F, Rn Pla Fit 
1 ” 

geschrieben werden, so dass also der obere Index an Summen oder Produktzeichen das Fehlen eines Termes 
in der Summenreihe oder der Factorenfolge ausdrückt. Für m und « können andere Buchstaben eintreten, 
während » nach dem Frühern typisch sein soll. Setzen wir die % an die Stelle £ so finden wir 


(" (Kknrı) ng 2 U, (K35 u, (An-ı) == 2 1 (h,)) = (in ir N, U N,). 


Bedeutet [x] für positive x die Einheit, für negative x und für x — 0 die Null, und ist (ir), = 0 
für u =Z2 und (ir),, —= in, so erhalten wir ferner aus der Tabelle die Ausdrücke 


n+1 n-+1 
(al nn Da (5; kl) —2 I (%)) u 
(Oz — Ay, a [u >. 2] IN — = N; Hu — Ay, Helt m 2] in — 2 N), 
n+1 n+1 
(" (,,) RR, Da 119): u) (£,.) —2 >2 u, 6) = 
(9, Sa Az us R 212 2] INN; Au er an [u Se 2] im — = N), 
n-+1 nl 
(W (K) —2 Par u, 1) ; 10 eu) ek > u, 6) ur 
1 
(au se p + N li Adler er 2 (im), u+lT N, a, RT u 7 [u Gm 2] in + Ey (in),, BEN =. N;,); 
(m (£,.) 2 > Mu (k, 5 u) (£,.) 2 Sp u, (K, ))- 


(au, -autrla—- Air re e ut N: u — Au + u Anl) N 


Diese Formeln sind auch für « = n-+1 richtig, wenn man 9.1 Ynrı Anti Ani gleich 


Null annimmt. 


N 30. Ferner erhalten wir 
Ta) Ta) \ 
_— 0 4 br —— ' } 48 
(" (k,.) 2 u} (k,) + 3. N, J u; (k,) 2 U, (k,) +3 3) 


a | az — a) + Kay — au) + la —Alia + rw —Alin; 
| (az, —d4,) + Hay ag) tree A]ir + 3a’ — 2]ir). 


nl en nel, 
a N u + 2 + %,) 
1 1 
Mi (lau — a) + 3(ay — 4) +3[a— Ali +3[e# +1 — 2lir; 
3 (0,4 — 0) + 8(a, — Ay) + [a —2]ir + 3[e +1 — 2]ir). 
Ti) ” Ta) 
("m (u) u, > nk) t2N,; U (&) er 22 uk) +3 N) 
1 1 


[iM | (dazu — 4) + 3(ay N +s[a +1— lin +3] — 2lin; 
|; —aj,) al u) +3[0 +1 — 2]ir + 3[W — 2lir). 
nl, h 
(u 2 N +; 10 Lay, w)+t 3) 
1 
Br pre — a,,,) + 3 (az — Ay) +s[e +1 — Ali +3|e +1 — lin; 
Hayu — 0) + au — Au) +3[a +1 —2lia +3[e +1 — 2lir). 


Eine andere brauchbare Relation erhalten wir in folgender Weise. Es ist: 
n-+1 3 n+1 
Nut) - — hi > ul) + li) — a) = 
1 
(7, + K}; 38, +8,) == >M, +: E 2; IM, + 3%,) — @; 3N,). 


Sind nun % %...%n+1, 2 +1 verschiedene Verzweigungspuncte und x, %,...x%, +, die übrigen, 


so folgt hieraus 


n--1 3 n+1 
2 u(xX, or Da Da De a) - I 


n+1 nt 
(nr a Fur 1%) 


n--1 3 F 3 
= er 10) — Feel Due) 9). 


$ 31. Grenzwerthe der EN erg Lässt man die Verzweigungspuncte E,&. 
näher und näher bez. an Ä,Ay...k„ rücken, so werden von den Periodicitätsmoduln einige unendlich gross, 
andere aber erhalten berechenbare Werthe. Zunächst erhält man durch Anwendung des Cauchy’schen Satzes 


die Residuenintegrale betreffend 


Ex de Br mi FE 
ET er he 
or TM Kn-tı) (z —— een)? < f, 7 2 f 


; —1 GT za ERS 
— Krk 1 Ben, im ee)? 


VER Pk) en) 


Thomae, Abel’sche Functionen. 3 


a 2 er... 
m 3 F zehn zu—ldgz in Ku \/ u 
ee Eee TEE, EITHT, 
eu Be Me az Kn+ı)? (z Zr RE) 2 (Au A fat 


4 


und hieraus 


M—1 u N N | 
I (kı) (k3) auade P' (kn) ik (ba) VE) RE 


nen £ 2—1 
(— 1) 2° (— 1°, (2ir)*r: | k, 
3 
Va)? Pkt) 
$ 32. Wir benutzen nun einen allgemeinen Satz aus der Theorie der Determinanten (Baltzer Deter- 
minanten, erste Auflage 12, 6) 
16 sl ee era ee | 


n—1 


„2 u—2 u 
Vo ee 


re | 
U - Ä 


u—2 „u n—1 
l,, ku ku ide kw—1» Kup yo. ki; 
—2 n—1 

KT; 


9 u 
1; Kwtil kutiıee- w+1, kw: 0. Kurt 


ö 3 u 2 n—1 
I rd ee 
HA ko An) 


=—— RT we —— On—_ur1,w . A(kı, kg ... ku-1) kyrı ... An); r 
u 

worin 

u Roy Hi. He Pa FM, 

Our — ala Hl 5 + a HE A Kin, 

On — kıkalz... Ku Kur». Kn 
ist. 

$ 33. Mit Hilfe dieses Satzes finden wir 
014, Se ee 1) 7 1) 
en (2ir) at 2 Alle oe Rurann Ryrı sn Ku) Ik, — kur) | Dh, — Knta) (k, — a) 
u 


Nun ist 


Alkı 2er Re Kuitıa rn. Ku) Hu Au) = NT! Alkı senken kn) — u 


also 
0) | A | vn j 1 D ®/n D 
re a DE Eee \/ ie Ik — Kst) (kiy— kat)? 
uw‘ 1 
ER, FAR - ee ee 
IT = | — —; (— 13% E Cn—u+ 7 w' Ve — kn) (ku —h41)?, 
und ähnlich 
sel % u U 
IT Tan = 3(— Y u Un-url;w Vu — v1)? ke erh 


n 
Re E= I j 
Da nun Be a gr aa Barren lo zu he... z—hyay Ay... 2—ky ist, 


1 
so folgen hieraus die Gleichungen: 


;) sr Ye —knrı Be —bnrr Knrı Kur nr)? BT, 
3 2 —kyıı re): Zeh, 
y@ Kur Kn+ı)? k (Bu — Rena)? Ku —Int1 dz 
u 4... 
ATTEU 


na ze 
Die dritten Wurzeln in tönen Ausdrücken sind so zu nehmen, dass in x. für z=k,. dieselbe im 
ersten Blatte Eins ist, in t,. aber im dritten Blatte. Hieraus erkennt man sofort, dass die Periodieitäts" 
moduln Dyaut Lu‘ endlich bleiben, aber ©, Eu unendlich werden. Man kann den Verhältnissen ©}: :%22...Xnn 


= zu: 2. . Palm beliebige Werthe geben, wenn man nur fi &...f, in passenden Verhältnissen den Wer- 
then A, Ay... An nähert. 


$ 34. Es erübrigt noch die Grenzwerthe der « und a festzustellen. Da 
Au‘ = (un A; Tu) : (—r2), LER — Comm, ng ug): (ie: Z); 
Lug — (Fuge + Eu AT), Ara — (Füge + Eu): (72) 
ist, so erkennt man leicht, dass diese Grössen endlich sind, so lange «= w ist, aber unendlich gross, wenn 
4“ = uw’ ist. Es können aber die Verhältnisse 
A1:422 .. . Inn 
jedwede Werthe annehmen, wenn die Annäherung der fan die k in geeigneter Weise herbeigeführt wird. 


$ 35. Man kann ebensogut wie die Normalintegrale u, u gebildet sind, die an einem Querschnitte 
a oder & den Periodieitätsmodul iz haben, an den andern aber den Modul Null, ähnliche Integrale w’, u’ 
bilden, welche an den Sehnitten b und b den Periodieitätsmodul Null haben bis auf einen, an welchem der 
Modul —ix ist. Dies ist nöthig, wenn man Grenzbetrachtungen anstellen will, bei denen f, an A, & an 
ka,... tn an An+ı unendlich nahe rücken soll. Die Integrale 


\ dig|l2]| \ d8|B| 
A in > 8 5 an 8 
u = m [m 0. 10 2,0 — 
u ud v ÖByu ’ u u v 6B, ’ 
haben die Eigenschaft, dass die Periodieitätsmoduln von Asp an den Schnitten d,, gleich — ix; b, gleich 
—’ix, an den übrigen b und 5 Null sind, bei a. a. seien sie bez. ER N Der Periodieitätsmodul 


von t,, bei b, ist — Tin bei b,, aber — ir, an den übrigen b und b Null. Bei Gyr Ayyi seien sie bez. aa 
Hieraus bildet man die Functionen 


4 


u, = @ — 27,): RS. ur = ar, +) : (1 — 7) 


Dun‘ Duw Daum 


von AR: gleich — ix bei allen A a und a Null. Bei a 


deren Periodieitätsmodul bei Um 4 Du : bez. mit b s N w bezeichnet werden sollen. Bei Ay ist der 


ie der von ir gleich — ix bei allen übrigen 


u 
a und a Null. Zwischen den © x x’ x’ bestehen die Gleichungen 
Me | war | us die | Era. | 
2 4 & 
2, = >: y ——, I a > I, — ——— 5 
u Od ES ud Oy 
aus denen sich ergiebt 
Ba ‚Ölgl®| 
EN _——, Zum >= — TR! — 
aa Or i KAR? Or 
En ur! u Nr we n? rn a 
Kuru Luru 


Lässt man die Puncte fi an Ay,... f, an Än+ı unendlich nahe heranrücken, so ist 
3* 


zu—lgz 
Bun‘ —- PR En TR NEN 

% ayV @—kı) (+1)? . z—fh . z—h ns 2 
—1 

SR re) 

ei Pe N ee 

Ta ne td 
woraus fliesst 
(Zir)* : | Gen | (2im)" : | ee | 


|2|= ’ hr 


| “ IE, Aal ee /üe, ht Ei, ee) 


Eine der des vorigen Paragraphen ähnlich geführte Untersuchung zeigt, dass 2 en u und 
ebenso Du du Du Du endliche Grössen sind, so lange « = u‘ ist, hingegen über alle Grenzen wachsen, 


"Fu Tun‘ "uu 
wenn 4 = u’ ist. Durch passende Wahl der Annäherung der t an die X kann man jedoch den absoluten 


Werthen der Verhältnisse &,,:%, :...%,, oder X, :X%ga :+. - EL, Jedwede Werthe ertheilen. 


Integrale zweiter Gattung. 
$ 36. Die einfachsten Integrale zweiter Gattung erhält man durch Differentiation der Integrale 
erster Gattung nach irgend einem Verzweigungswerthe. Um Integrale zu erhalten, die zu beiden Seiten 
sämmtlicher Schnitte « und @ denselben Werth annehmen, kann man die Integrale « und u differenziren, 
und erhält so wenn x ein Verzweigungspunet k oder £ ist: 


ou, 1—r e =) ou 1—r (m 
) k 


ee N Na Tu ls Ina 


Die Periodieitätsmoduln an den Schnitten 5 uw bu: sind dann bez. 


ag pr ar Okay 

Dr nr 
Diese Integrale sind jedoch nicht die einfachsten, weil sie im Punete x unendlich gross zweiter 
Ordnung werden, so dass in der Entwicklung derselben nach Potenzen von z—x sowohl das Glied (2 —x) 
als auch das Glied (— x) ® vorhanden ist. Einfachere Integrale zweiter Gattung erhält man, wenn man 
die x und t nach Verzweigungswerthen differenzirt. Da die Periodieitätsmoduln der x und x an den Schnitten 
a und @ sämmtlich numerische Grössen, also von der Lage der Verzweigungspuncte unabhängig sind, so 
haben die Differentialquotienten die nämliche Eigenschaft, an sämmtlichen Schnitten «, @ den Periodieitätsmodul 
de, 
de 


7 im Punete f unendlich gross erster Ordnung. 


dx 

Null zu haben. Die Function er wird im Puncte X 
$ 37. Offennbar kann man die Constanten D und D in den Ausdrücken 

3? +D RE AL se au 

dk Gr a, di 
so einrichten, dass dieselben nirgend unendlich werden. Also sind sie dann Integrale erster Gattung, und 
haben an allen Querschnitten a und @ den Periodieitätsmodul Null. Deshalb sind sie nothwendig Constante 
und haben also auch an den Schnitten d und b den Periodieitätsmodul Null. Daraus fliessen die Proportionen: 


Ok i Ok > Ok Ok £ Ok u 7 AR Ok 
Bd a re N er 
Ok e Ok es Ok = OR, z OR, BEN BE BNA Rn’ 


Ok h ur ü j Ofum BE Ku E un r i An 
öf,. . Öf e0, orale öf,. | — Of . Of = Tel.ordern Of, 
_ or, Mon, Mom ge WöRgn ih © Alpn 
öE. : öE. E: öf. _ öf. 5 ör, LES. a . 


$ 38. Die Differentialquotienten Gen of, und Or: Ok, werden unendlich gross zweiter Ordnung 
in den Be to bez. k,, jedoch so, dass in dr Entwickelung nach Potenzen von Zt, bez. 2— A, nur 


das Glied @_1,3 bez. u A vorkommt, während (z—f o) 3 und (—k o 3 ER Dies der 
Grund, dass man in den Ausdrücken 


die Constanten Z und E so einrichten kann, dass diese Functionen nicht unendlich werden, folglich so, dass 
sie Constante sind. Daraus folgen wie vorhin die Proportionen 


Bau aa, 0m _ Eur, ae, , 
nis of, LAUNE BEN ONE öf, 

ET Zum ; a) x Or um EN O2 ER Ötyn 

= Ben re ee EN a) cr war yet ’ 

a, 08, of, BEN NGR, X, 

ur, Wr, , un _ ur un, |, um 
Be [ae Ok, a ORSES On RN Tae Ok 

On a Er Ola, Kun 

Ns Ok, Oh ie Oko ® IK, al a ko 


$ 39. Eine Function /(s, z;s;,zı) die als Function von z, wie unendlich gross erster Ord- 
Bl l 


nung wird, und an den Schnitten « und @ den Periodieitätsmodul Null hat — durch welche Eigenschaften 
sie bis auf eine additive Constante bestimmt ist — kann man leicht mit Hilfe der auf Seite 5 gegebenen 


Function S(sj, 215 5,2) econstruiren. Diese Function S wird in allen Verzweigungspuneten unendlich gross 
erster Orduung, und man kann daher in dem Ausdrucke 


ar X, 
va Kluge + Ku E)— 561,215 92) — 18,2; 81, 21), 
1 


P Ps’ + PPBssı + BF} 
IB D, (zı —2) 


die Grössen A, und Xu» 80 einrichten, dass diese Functionen in keinem Verzweigungspuncte unendlich wird. 
; 


(si, 2; 5, z) = 


3 
Multiplieirt man { mit Varna oder Vz —f, und setzt bez. z, — %,, f,, so muss das Produkt verschwinden. 
Daraus folgt 


z=k, 


2 inf,(z)dz j se een | 
Aw . lim Verse = RICH). lim Mn IS (s}, 21, 5 z) N). 


zı nn v 

Wenn man nun unter dem Integralzeichen noch Potenzen von 2—%, entwickelt, sodann bis z, integrirt, mit 
En 

VYzı—%k, multiplieirt, und z),—%, setzt, so bleibt offenbar nur das erste Glied stehen, und man erhält: 


Auen 
Be Val, ei IE Den me ns 
£ VP’(R,) (BR) 


ER 
a — S B(A,) 
lim Va —%k,S(s, 23753 5,2) = ————- 2 77 
Br 1 ? (S1) 325% ) 3(k,- z) r P'(k,) 


wodurch die obige Gleichung in die folgende übergeht 


in /u(k,) s Va: CO 


Aue gar Een Zr Fe un = 
| I (kn —2) P/kkz) . 
2 (k,) et (K,))” 
woraus fliesst 
ga, 38 B(A,) ee 38 P (£,) 
Mrz, inf). 8 ER 
$ 40. Multiplieirt man ? mit $? und setzt z = 4,, oder mit s® und setzt z —= f,, so ergeben 
sich die Gleichungen: 
dx, 3 R/(k,) re 
lim (s,z2; 5, ı)8P = — —— lim +(s, 2; 5,4) B = = — m. 
nn (8, 0213 ı) Ok, EN zen (s, en Y of, in}(h,) 


Da die linken Seiten dieser Gleichungen von der Wahl des Buchstaben « unabhängig sind, so ergiebt 
sich noch 


0% 1 R or Pe | Lu ie un 1 

Ok, Fu (k,) Ok, Fu‘ R,) 6% fu (£,) Ob, u (b,) ; 
x xy ÖL, Öl i 6 
Ok, ‘ Ok, > Fu (k,): Fu (k,), öf, ‘ Df, a I (: Tu (&). 


Integrale dritter Gattung. 


$ 41. Integrale dritter Gattung können auf zweierlei Weise gebildet werden. Einmal nämlich ist 


SH zt 


dns L(s, 25 51, 4) d2 

als Function von s;, 2; ein Ausdruck, der in den Puncten s‘, 2’ und s“, 2” wie lg z— 2” bez. —1g z—z’ 
unendlich wird, zu beiden Seiten einer durch 7” laufenden Linie um 2ix verschiedene Werthe annimmt und 
an den Querschnitten @ und @ den Periodieitätsmodul Null hat. Eine solche Function bezeichnet man mit _ 
n(s', 2’; s“, 2’; s),2,). Dass diese Function die erwähnten Eigenschaften besitzt, folgt am einfachsten aus 
ihrer Darstellung durch 9-Functionen, wobei sich auch ergiebt, dass sie als Function von s’, 2°; s”, 2” sich 
ganz ähnlich verhält. Hieraus folgt im Grunde die zweite Form der Integrale dritter Gattung. 

Es ist bekannt, dass ein logarithmisches Integral in mindestens zwei Puncten der Fläche 7 unend- 
lich werden muss. Sind diese Puncte sj, 21; s3, 2, so ist das Integral 


RO EHRE a 
2 a2 m 5 2 
Art, Ss, Bor, 2 se 
2 2 2 
25 Bi r2, BT y 5] Pi% y BT“ 
Ra, I J sc. DT, 32 PT 
Ro, 9%, 72, ae a p EB Bose, 32 PT? 
@— 2) @—2)R 7 
So, Zu 
eine Function die sich von X($, 21; $2, 22, 5,2) nur durch einen constanten (von sz unabhängigen) Factor 
und ein Integral erster Gattung unterscheiden kann. 
Das Integral 
52 
Ele SS RAN) 02 
$0, 20 
wird im Puncte s;, 2, und in den drei unendlich fernen Punete logarithmisch unendlich. 


Das Integral 


= 7 n n 7 
sFr) ED) —- sFe) Fl) Ei 
SER er ir En ERENSET: DT ne 
(2— 2) s2PB 
3,30 
wird in den beiden übereinander liegenden Puncten 7s,, z; und T?s,, z, logarithmisch unendlich, und ist 
eines der einfachsten Integrale dritter Gattung, obgleich es 2 + 2 willkürliche Constante, die Coefficienten 


von # und % enthält. Ist 2 = ® so geht dies Integral über in das andere 
Se ee Hl FRE Au ie) F@) , 
WERFTEE dz oder in nn: 
er 525 


worin 4 eine ganze Zahl ist. Um wieder 2. + 2 oder ausser einer additiven 22 + 1 willkürliche Constante zu 
erhalten, braucht man nur ein Integral erster Gattung hinzuzufügen, wodurch der Charakter der Integrale 
dritter Gattung nicht geändert wird. 


Einige dreiwerthige algebraische Functionen. 


$ 42. Unter den in 7’ mehrwerthigen in 7° einwerthigen algebraischen Funetionen zeichnen sich 
besonders diejenigen aus, die sich zu beiden Seiten der Querschnitte nur um Factoren unterscheiden, die 
Wurzeln der Einheit sind. Gewisse ganze Potenzen solcher Functionen sind in 7 einwerthig. Zur Con- 
struktion solcher Functionen ist im Allgemeinen die Auflösung complieirter algebraischer Gleichungen erforder- 
lich, welcher Umstand es gerade ist, der in die allgemeine Theorie der Abel’schen Funetionen Schwierigkeiten 
bringt. Für unsere speeielle Fläche aber bietet sich eine Klasse von einfachen Functionen dar, deren dritte 
Potenzen in 7 einwerthig sind, und die die Lösung des Umkehrproblems möglich machen. Nämlich Functio- 
nen von der Form 


\ (.—) 2%) In) (z—x%n) 
@— A) @H%,). ala’ 


worin % % ...%m X, ...%,, Verzweigungspunete X und f sind, die auch unter einander gleich sein können. 
Die Zahlen »r und m’ aber müssen entweder einander gleich sein, oder sich nur um ganze Multipla von 3 unter- 
scheiden. Da das Charakteristische dieser Functionen nicht gestört wird, wenn man eine in 7 einwerthige 
Function als Factor hinzufügt, so kann der letzte Fall als specieller des ersten angesehen werden, den man 
bei gleichen m und m’ erhält, wenn man entweder im Zähler oder im Nenner drei oder sechs u. s. w. Fac- 
toren auf gleiche Verzweigungspuncte fallen lässt. Wir betrachten zuerst die Function 


3 

V@—k,) 2 test Hl. 
In der Nähe der beiden Verzweigungspunete %,, und Ei und längs der zugehörigen Durchsetzungslinie 
verhält sich die Function wie s. Ich meine, sie unterscheidet sich im zweiten und dritten Blatt von ihrem 
Werthe im ersten Blatte bez. durch die Faetoren 7 und 7”. Führt man aber den Punct s, z über irgend 
eine andere Durchsetzungslinie ,,. Ex hinweg in ein anderes Blatt, so bleibt die Function ungeändet, weil 
sie sich in keinem andern Verzweigungspuncte ausser A, und E verzweigt. Führt man z.B. den Punct 
s, z längs a,, von der negativen Seite von b, auf die positive, so wird dabei der Punet t, in positiver 
Richtung umkreist, und die Function hat also den Faetor 7? gewonnen. Demnach unterscheidet sich [A,, El 
auf dem positiven Ufer von b,, durch den Factor =” von ihrem Werthe auf dem negativen, so dass sie dort 
72|%,, £] ist, wenn: sie |A,, &,] auf dem negativen Ufer war. In gleicher Weise findet man, dass sie bei b, 
auf dem positiven Ufer ebenfalls 7?[%,,f,] ist, wenn sie gleich |, FE.) auf dem negativen war. Zu beiden 
Seiten aller übrigen Querschnitte hat die Function gleiche Werthe. 

Die Function 


V@-—#,) :@ A) lekulh u<ahk, 


"die reeiproke der vorigen, gewinnt beim Uebergang über D,, den Factor r, bei bu ebenfalls, und ist sonst allent- 
halben stetig. Dies folgt aus der Gleichung 
[u RB Appe kl au 
Eine besondere Betrachtung machen die Functionen [An+ı, br] und (ba+, kn+1] nöthig, weil um die 

Durehsetzungslinie A»+ı b+1 kein Querschnitt gezogen ist. Da aber 

[And ba] = 8 «Kir A] Ds Aloe Min A] 

(+, kn] u 17) IA; &]- [A>, B].. [A E] 
ist, so sieht man sofort ein, dass die erste Funetien den Factor 7 gewinnt, wenn man (s,z) über einen der Schnitte 
b1, da... dm oder Dr ba... D„ vom negativen zum n positiven Ufer führt, und sonst stetig bleibt, die zweite 
aber ba TTehersehenten der Querschnitte D,...ba...b„ den Factor 7? gewinnt, und sonst stetig bleibt. 


$ 43. Weiter betrachten wir die Function 


3 

Va — later) er 139 kuyılamiarn, 
Wenn man von der positiven Seite von a, zwischen Ir und k,+1 hindurch den Punct s,z um A, und MM 
gleichzeitig positiv herumführt, etwa längs db, so dass man immer im ersten Blatte bleibt, so gewinnt die 
Function [K,. , Eu +] den Factor z. Dabei ist man aufs negative Ufer von a, gelangt, so dass die Function auf 
dem positiven Ufer von «@,, von ihrem Werthe auf dem negativen sich durch den Factor 7? nnterscheidet. 
Führt man s, z längs by vom negativen Ufer von 4, auf das positive, so geht man um k 1] negativ 
herum und die Function gewinnt daher den Factor tr. Eine ähnliche Betrachtung lehrt, dass der Werth 
derselben Function auf dem positiven Ufer von 4, T|E,, Au-rıJ) ist, wenn er auf dem negativen’ [f,, Aurı] 
war, auf dem positiven Ufer von @,,+, aber 72[E,, A.+1] wenn er auf dem negativen [f,, A,rı] war- 
An allen übrigen Querschnitten ist die Function stetig. 


Die Function [f, /A»+1] gewinnt beim Ueberstreichen des Querschnittes , den Factor T? bei @, den 
Factor T und ist sonst stetig. Die Function [%,+ı, A] gewinnt beim Ueberschreiten des Querschnittes a, den 


Factor 7 bei @, den Factor rt”. Die Periodieität der Functionen [kur t,| = = VER ,D: > ) 
ergiebt sich aus der Gleichung [Ayr1, El. [io Aurıl = 1. 


s 44. Aus den bisher betrachteten speciellen dreiwerthigen Functionen, lassen sich durch Multipli- 
cation alle Funetionen von der oben erwähnten Form 
3, w 
V(z — x) 2 —%) ...(2—%m) ! (z—%)(2 —%)...(2—%,. 


zusammensetzen. Z. B. wenn » > u ist 
een a. BL are 
V@—ky a TR, E „| — [Ak £,.] [En kurıl Ikuri; furl lb, Kl; 


V@—#,) : (z—A,) =. Fu, k,] Sn Ku, kurıl sr url if u+l k url.» > 12T ky]. 
Ist » < u so führt man diesen Fall dadurch auf einen früheren zurück, dass man den reciproken Werth 
untersucht. 

Die Periodieität der Function 

Ve—k):@—ku) = ku, Ku) = Tku , fol [for Ku) 
ergiebt sich aus der Periodieität der Factoren des letzten Produktes. Aehnlich die der Function 
19 Lu = [8 Kol [Ko; 1; 
Ferner ist 
2 3 
Vak) (hy) hy) — [Ryr Fol: Tea, Fo) Leu, Fol. @—To) 

Aus diesen Beispielen erkennt man ohne Weiteres die Richtigkeit des oben ausgesprochenen Satzes. 


$ 45. Man kann so in 7’ einwerthige Functionen herstellen, die sich an den beiden Seiten der 
Querschnitte @, bi, @o, ba, . . . An, d„ um beliebige gegebene Faetoren 1, 7, 7? unterscheiden. Diese Functionen 
unterscheiden sich dann zu beiden Seiten der Querschnitte db}, da,...b„ um dieselben Factoren, als an den 


entsprechenden 5, d2,...dn, zu beiden Seiten der Querschnitte &, @,...@„ aber immer um die reciproken 
als an den entsprechenden qa,, er ER yE 
Da die Functionen [Au ya und IB}; kul an dem Schnitt Du den Factor T bez. zT? haben, und den 
reciproken bei Bu sonst ee SE so a? man offenbar aus Produkten solcher Bonn Jedwede 
„unconen herstellen, die an den Schnitten db, by... b„ vorgegebene Factoren 7, r? haben, an den Schnitten 
bi, ba,» .. dm bez. eben dieselben, und sonst stetig sind. Construirt man noch Functionen, die bei Ay 
le wie man will den Factor 7 oder 7? haben, bei @,, den reeiproken, und sonst stetig sind, so kann 
man offenbar jedwede Funetion durch ein Produkt darstellen, die bei « und 5b beliebig gegebene Faetoren 
t oder t? haben, an den entsprechen a die reciproken, den entsprechenden d die gleichen, und sonst stetig sind. 
Solche Functionen sind aber 
[Eu, Antıl, Ir, Anti] » ana, Anlı 
[n, kn+ı] . [In-ı, kn] - [n2} Kn-ıl, 
rg kn+ı] . Be kn] Ä [=2, In] . ee In], ee 
welche Beziehungsweise an den Schnitten &%, 4-1, dn—2, den Factor 7? bei %,, %n-ı, An. den Factor T 
haben und sonst stetig sind. Die reciproken dieser Functionen haben bei @,, %“-ı... bez. den Factor r 
bei An, Anı... den Factor 7%. Damit ist die Richtigkeit unserer Behauptung erwiesen. 
Die Construktion ähnlicher Functionen, dje sich zu beiden Seiten der Querschnitte a, b, a, b um 
beliebig aus 7, T? gegebene Factoren unterscheiden, würde die Auflösung höherer algebraischer Gleichungen 
erfordern. 


$ 46. Einige allgemeinere dreiwerthige Functionen.: Die bisher betrachteten in 7 drei- 
werthigen Functionen, deren dritte Potenzen einwerthig sind, wurden nur in Verzweigungspuncten Null und 
Unendlich. Man kann aber mit Hilfe derselben leicht Functionen construiren, welche an den Schnitten a, b, 
beliebige Factoren 7, 7? haben, an den entsprechenden a die reciproken, b die gleichen, und welche in p 
beliebig vorgegebenen Puneten der Fläche 7 unendlich werden. Wenn die Periodieität dieser Function die 
der Function |A,,, £,] ist, so ist eine solche Funetion 
ae: zı — Ku Ku 
/ 


z—1, az, oh er 2 SZ; Spy 2pi kui | 6) 


wenn ® die im $ 8 definirte Funetion rn Diese Funetion enthält ausser einem willkürlichen Factor 
keine Constante, wenn nicht drei von dem Punete sı, 215... Sp; 2p In T übereinander liegen, in welchem 
Falle die Function noch eine Constante enthalten wird. Oder überhaupt, es enthält die Funetion dann noch 
eine oder mehrere willkürliche Constante, wenn die Lage der Puncte $|, 21, - . - Sp) Zpı k, eine solche ist, 
dass es eine einwerthige Function giebt, die in » oder weniger von diesen Puneten unendlich gross erster 
Ordnung wird. Die Function 2 ist dann der Quotient zweier Q-Functionen, und es findet dies nur für 
besondere Lagen der s,, 2, statt. 

Im Theil II wird sich zeigen, dass diese Function eine ganz ähnliche Function von S1,21; 89295 +.» Sp) 2p 
als von s, z ist, was man so nicht leicht erkennt. Wenn die Puncte sı, 595... . Sp» 2p; paarweise in 


. 3 
der Fläche 7 übereinander liegen, so kann eine Function mit der Periodieität von / (2 —x) : (7—x‘) durch 
die in $ 12 definirte Funetion #7 hergestellt werden, nämlich die Function 


ea? Zn —x\? 
° x n 
u — 11) . Pr 2,22... 2m x* | x) 
DK 21 7°% york 


von welcher man sogleich die Symmetrie in Bezug auf die 2,2,,23 .. . 2, erkennt. 


Der Falln = 1. 


$ 47. Der einfachste Fall ist der, in welchem n = 1, p = 2 ist. Dann kann man auch leicht 
diejenigen Functionen herstellen, deren Quadrate in 7 einwerthig sind, die eigentlichen Abel’schen Func- 
tionen im engern Sinne. Die Funetionen 9 sind dann in der Form C(s—s,) enthalten, man hat also 
blos zu untersuchen, für welche Werthe von s; diese Gleichung doppelte Wurzeln hat. Die Gleichungen 


Thomae, Abel’sche Functionen, 4 


— 2% 


ss =0,s5= 5, @—kh)@—k) : @—b) @—b) = (1 —A) (1 —k) : (1b) (a 6) 
(—k).(«—k) .(a—h) . (1) — @— I). — 5) . (4 =) eh) — 
sind natürlich für z = zı erfüllt. Damit sie aber eine doppelte Wurzel haben, muss auch der Differential- 
quotient 
(22 —-k —h) a —h) ab) 22 6) (2 =) la I) 
für z = z, verschwinden, was eine Gleichung vom zweiten Grade giebt, weil die höchste Potenz sich fort- 
hebt, und für 2 = x, s—r“ nicht unendlich klein zweiter aLnunE wird. Ordnet man nach Potenzen 
von 2, so erhält man 
3 ktkartthr)r 2a Ahh)thkkrh)— hlkktk) =. 

Den beiden Wurzeln dieser Gleichung entsprechen je drei verschiedene Werthe von s|, so dass es also 
sechs Funetonen g giebt, die in einem Punct unendlich klein zweiter Ordnung werden, und deren Quotienten 
Abelsche Functionen im engern Sinne sind. 

Nimmt man s als unabhängige Veränderliche so ist die Irrationalität z durch die Gleichung 

218) — z(ktkh)— +) +hR—ıh = 0 
bestimmt, und ist zweiwerthig. Diese Function ist demnach wie eine zweiwerthige, über der s-Ebene aus- 
gebreitete Riemann’sche Fläche verzweigt, die schon anderweitig behandelt ist. 

Die dreiwerthigen Funetionen die in zwei Verzweigungspuncten unendlich gross und klein erster 
Ordnung werden oder in einem zweiter Ordnung sind durch die vier folgenden darstellbar 


u 2 ®/(z—ky 2 Wi: 2 / z—ky 2 

Sea ’ ’ ar ee 

z—tı " Sa: z—h z—h 

Da hier nur ein Schnitt « und ein Schnitt d vorhanden ist, so können die Faetoren 1, r,r? auf 


acht verschiedene Arten gewählt werden, weil die neunte Combination (der Factor 1 bei « und bei b) auf 
einwerthige Functionen führt. Die acht dreiwerthigen Funetionen sind die vier eben aufgestellten, und ihre 


reciproken. 
Die Periodieitätsmoduln der überall endlichen Integrale sind in diesem Falle folgende 
bei b, bei D; bei D, bei D, 
ist drvnu=a, —= —ta; ist dr vn = —ia, =a, 


wie die Gleichungen des $ 26 ergeben. In Folge eines allgemeinen von Roch (Schlömilich’s Zeitschrift Jahr- 
gang 111 pag. 463 1866) gegebenen Satzes kann man die Integrale mit der Irrationalität s auf elliptische 


Integrale mittels Transformation zurückführen. 
Die Reduktion geschieht nach bekannten Methoden. Es ist nämlich 


(4-+Bs)dz ei (4+Bs) ds 
@—f) @—6)s V(®—s?) (s?— s?) (s’— s;) 


wenn Sı, Ss; diejenigen Werthe von s sind, in denen eine Function 9 unendlich klein zweiter Ordnung wird, 
Setzt man nun 


s 18 S —— 3 u; 3 3 
„Vs 2 — 20, 2 + Yr—1, VS 82 Ss A| sts; m 
Ss ! ? Vs? 5! ’ 

18 


nn ne I _—— et 
er Vet ee, 
Ss 8 


Vor = ve eV) + lo 


so folgt 


(A+Bs) ds En Vi Rare do 
Vs — s? 35! a7 ar Vs s 3/8065 — 606 —o een) 
A+BVs 5 0) ya do (4+BVs1, 5 0) Ve ZN, 
Vs s!Vot1VBRr—6o—n ‚) Vssy8o— bo —myo—1 
_ BVyo—id S __BVo+ido 
25 s2| 35 5/80’ — 60 —o 2 V2sıs} v8 — 66 — 0 
apa (4 — B) do er (4+B) do 


/2s, 5, Yo+1 Y80° — 06 —o Va Va 1 803 — 06—0 
was ein Aggregat von elliptischen Integralen ist. 


$ 48. Die Abel’schen Integrale genügen stets gewissen „completen“ Differentialgleichungen, und 
ihre Periodieitätsmoduln „redueirten“ Differentialgleichungen. Es soll hier nur eine solche Gleichung für 


den Fall n = 1, wenn das Integral von der ersten Gattung ist, hergeleitet werden. Ist 
ARE ff Li dz 
Zur == 3 
> Verhh,z - H.G-G 6b): 
so ist = dv d’w 
’ dk,’ dk, 
da @4 
’ dk,’ dk, 
dB dB 
dk’ dk, | 
eine einwerthige Function in 7, die nur für z = %k, und zwar in der vierten Ordnung unendlich wird. 


Da diese Funetion in den Puncten Ay, E,, &, verschwindet, so ist sie gleich 
0.3.2—k:z—k = x(s, 2) 


und 
dx ka—kı Miss —ky PB‘ P—-P% 
ad SER Kan ei ee ur 
dz era eh vom 
ka—k k. ‘’p—P': 
A leer = 517 “ 
Setzen wir nun | 
da dAa|l=C.L, d2A 5 = (.M, 4 da\=C.N 
dk,’ dk: dk; ’ Zar, 
dB @B BB, 5, dB 
dk,’ dk? dk?’ Bear: 
so erhalten wir die Differentialgleichung 
w aw ER $(2— kr) ka). 
Te A engere, 


woraus durch Differentiation nach z und Multiplication mit I(z2—A,)2s® erhalten wird 
4L+3M(@—k)+INz—k)? = I, —k)B +3PP— PB). 
Für z = %, ergiebt sich 
4L = —9R'(k) — 3P'(k) Blk) = — 12R (k,). 
Dureh Differentiation erhält man weiter 
3M+18Nz —kı) = Ilka — k)W-+H3(P’P— PB) 
und fürz = A 
34H — Ik —kı) Pk) —6PBlk) = 18, —Aı) A Et be) — 6 —) (ia —ı) 
4° 


Differentzirtt man nochmals so folgt 
18% =18. (RM Ad FBIB 277) —= 18(k, —kı) +6 + — A — Kr). 
Also ist die Differentialgleichung zu schreiben 
dw dw 
la —kı) (h—kı) a — Ay) IR + [6 (fg, —kı) (2%, —hı —) — 2 (Ak, —hı) (kı ie) 
1 
+l&—k) ++ — a —k)]lw = $(?— kr): (—kı). 
Setzt man rechts Null statt der Function, so genügen dieser Gleichung die Periodieitätsmoduln 4 und B. 


29 —— 


Il, 


Darstellung AbeP’scher Functionen und Integrale durch Theta-Functionen. 


Bezeichnung und Periodieität der Theta-Functionen. 


$ 1. Die allgemeinen 9-Functionen werden durch die Gleichung definirt 


o.\p S amımymyt22 Nvymy, 
(Wi, U -, 22) = EB je 2 
—@8 
worin sich die äussern Summen auf die Grössen mı, my, ... . Mp, welche alle ganzen Zahlen von — © bis 
+ °© zu durchlaufen haben, beziehen, die im Exponenten aber auf die Indices », » welche alle ganzzahligen 


Werthe von 1 bis » anzunehmen haben. Es soll auch in diesem Theile der Buchstabe » oder »’ etc. als 


Summationsbuchstabe gelten wo nichts besonderes bemerkt ist. — Hier werden wir nun 
vH =, VYR=DM,... bed, Mı = MM, Mr mM... MM 
und u=n % E 
_ Bu,nt+u Auu' Autn,u ” Auus» Iutn, u tn Au % = 
a An Ana urn ua ta — ua A AT a 


sestzen, woraus mit Einführung einer Abkürzung fliesst 


p 
a \ a. 
fi (m, m) = > Pat MM = 
i 1 
n n 
 % 
w ud (Ay MM, Ham + MM Hay Mm,in,) = 
n N 


N S 
, | Ayyı (IM, my — m, in, + m, n,.). 
1 1 


Ferner wollen wir hier die #-Functionen im Allgemeinen kurz so bezeichnen, dass 


Na (En \e fvy‘ (m, m)+2 N (w, m,+d,n,) 
AL LU 2.) (I) e r 
=—iQ0 = 08 
ist, so dass also der Buchstabe A wie schon im ersten Theile in dieser Verbindung ein System andeutet, indem 
(%; 0,) statt (v1, va, . . Un, Dis Day - « Dn) 

geschrieben wird. Wenn es ohne die Deutlichkeit zu beeinträchtigen angeht, soll noch kürzer (v,; .) für 
(v}; d,) geschrieben werden. 

Lässt man die Grössen 41 @2 - - - Ann in ihren reellen Theilen negativ unendlich werden, während 
für ungleiche u, «’ die Grössen a, und A, und ebenso die Grössen v;; d, endlich bleiben, so nähert 
sich %(v}; v,) dem Werthe Eins. 


$ 2. Bedient man sich ferner der Bezeichnung 


P} 


pp pP 
1. 3 S(2 hy) my + hy) ayy + 3 (2my+h,) (dv 
hohe... hp As x PAR a my+hr)( My +Ny)ay, > my+h,) (vy+3gy in) 
dyge. PAGE 00, Paar 2 Be 
—o 
pp 
2 p_ +3 Ihythyayy+$ Shugsin+ 3 or hy 


= I ht Zamttouir, ee 


so werden wir hier zu schreiben haben 


Ken Ah hr; bi 
RR ea, Yin Od... 0) = da; Wr; dr) 


x n x n tv Qm+h, An+H+ 2m, +h,) Wp+3gy I) +Om,+b,) +39, im)! 
er (2) (I) 2 ; 
—e 2, u 2 8] 


n n 


— IH N 9,0 +0) Higain; ats N (hr0, +5,02.) +492 ir) er, 
.— 1 


= Wk, WR 2 (++ 04). 
1 
25 d 


Ist irgend ein A oder ) ungerade, so verschwindet 0, 9 (v;; 0) bei dem am Ende des vorigen 


Paragraphen besprochenen Grenzübergang. Die Grösse B5 (h,9,+Dd,9,) heisst die Charakteristik der 9-Function, 
1 


immer vorausgesetzt, dass die h, ), 9, 9 ganze Zahlen sind. 
Eine #-Function mit ungerader Charakteristik verschwindet mit den Argumenten. Ferner besteht 
(in Riemanns Ausdrucksweise) wenn die Charakteristik ungerade ist, nach dem System gleichzeitiger Perio- 


dieitätsmoduln a, a, a, a die Congruenz (R. pag. 148) 
n n p—l p—l 


ar x N ; 1 —_ 1 . 
@ > (h, a,+b, a,) +29, iR, 2 > (h, 0,+D, 0,,) + 294 in) > U, (Sy, 2); 2 u) (S,, z,)) 
1 7 1 1 


wenn S1,215 89,22, +» + » Sp, 2p—ı P— | Puncte der Fläche 7 sind, in denen eine Function @ unendlich 
klein zweiter Ordnung wird. 


Ist (h,; b) = (Ar; 55) (mod. 2), (97; 9) = (Or; 95) (mod. 2) 
so ist 
h. 4 
2 Az) = Hat Al; n,) 
N ERRER 
$ 3. Die #-Functionen de partiellen Differentialgleichungen. Es ist nämlich 
Ren. hıha...h 
9, g2. ums u) _ 409, Pe 28 (vi, vu ... v)) 
’ 
u Ovy Oduu‘ 
wenn beim Difierenziren a, von Ay, unabhängig gedacht wird. Führen wir die Bezeichnung des $ 2 ein, 
so folgt mit Weglassung der Argumente 
hr; 2 hy; bi hr; ba hr; bi 
“ dyn; EEE 109,,; 81 0 dgn; 81 209,7; g 
_—o— ee [0,00 ee 
Öv,, OV,,. Od‘ Od, Od PL 
hy; br hr; ba hy; bi hi; br 
2 2 
BEN ae Do I ae a 
OV,, du Ol OD. My Mu 


Setzen wir nun 


und betrachten die x und x als unabhängige Veränderliche, und nehmen wir ferner an, dass die a, a, a,a von 
den Grössen X, so abhängen, wie es in I. $ 25 statuirt ist, so dass also 


= : gg s ‚= H ı 2, „1 2 r a= u = f] 

du = ZuwtFwu: 1 TE, Ayu Tyan +7 Lu: e=Ta Gy Au Auu Auu 
ist, und nehmen wir die &,,..beim Differenzen als von einander unabhängige Grössen an, so leiten wir aus 
den aufgestellten Differentialgleichungen leicht neue mit den Veränderlichen &,,, Eu, Zu‘ ab. Zur Abkürzung 


hr; 
werde hierbei #7 für un. % (v;; d,) geschrieben. Dann ist 
oH -( oH =) O4 u (er OH SEI ER LI 
0 Ya 


Au‘ a OK Ol var 
OH OH \ 90 OH au 
+2 a m E) ae 
du Au u Kup‘ Ol um Bee 
also 
a = 2 sh nn on ing a Er in 
Fun‘ "uu‘ Öl‘ ur dq. u Öl‘ v4 u da, duu An‘ 
02H 0°H 0?H 02H 
ET ET Eh 2 oe ar 
Da Dre Di Düne T 7 Don bu On Bam 


a. “ a, 
v,, vu ar Od, du er 


1) oH o (98H 
= ER 2 ea Ne 
ee I) A Bu) Hk do, ee 


2 
= ee (BE 2 — ll 22) 7A 
OL. \Ov, od, OL 
woraus endlich fliesst 
0?H Pre. 02 
Oxy Ku 1 — 2 Ox,u 
Drückt man die a, a, a, a durch die Ehe aus, so erhält man in ähnlicher Weise 
nah 2T oH 
Ol Or 1 — Tr? u 


$ 4. Periodieität. Vermehrt man in der Function 9(v;; d,) irgend ein Argument v oder d um 
ix, so bleibt dieselbe ungeändert, sie hat die Periode ix”. Vermehrt man aber die Argumente um ein System 
gleichzeitiger Periodieitätsmoduln «, a, a, a, so notiren wir die Gleichungen: 
— A,,u mm — 2m v 

9 (wi tmay.; dy,+ma,,) = 9; d)e PM > 

= Fr a m And, 

9 (oma; 9, +ma,,) = Il; ode #* K 

9 (v, +ma, tma,,; dy tma,,+ma;,) 

— $(; d)) MY md, — mmayı MM (aut) May 
EICHE 1) ru TOT Ay (mm mm mm) 
Sind m und m einander entgegengesetzt gleich, so hat man noch 

= = 2m (du, — vu) — 33mm a 
9 (vu tm, —- 4), 9 tm, — a) = ln; de... BR: 


$ 5. Transformation. Bekanntlich besteht die Gleichung 
tv’ px» 

— DI, Di, dp dot byy‘ 

h Rh: CE, h TUTT v v g ] are .e f N ‘ 1 

Bo 92...gp Ur 91». Yo) = &.e mr RE / zo 


a a 


wenn die angehängten Grössen (a), (b) die Moduln der Theta-Functionen 4,,, 42)... @pp bez. Duı, Dia,» » Dpp 
bezeichnen und A(a) die Determinante aus den pp Elementen @,,, Aı2,-- - dp» Ist, und wenn ferner 
Du = a Yu an. Eee a — — 2r, Dur 
und & eine numerische Constante ist. 
Hier sollen nun für die a die Grössen a, a, a, a eingeführt werden, und es soll v», u=ZEn, duntu = 
by dytn,u = drur dorn,urn = dvu gesetzt werden. Für A(a) mag |(a), (a) | geschrieben und diese 
(a), (a) 


Schreibweise auf ähnliche Determinante von pp Elementen übertragen werden. Aus dem Multiplications- 
theorem der Determinanten folgt sofort die Beziehung 


(a), (a) (2) 
(a), (a) (2), (%) 
Lässt man sodann die Gleichungen statthaben Een — TE, kam EHE so findet man leicht 
(©), (@) (©), (12%) (©), (0) = (19 
©), (@) (Pr), () (er), (d—DE) 
und also 
(a), (a) pr = a) === X 2 5 KR N, 
9a - 1e1-1ella) — el. IE 


Wir bedürfen hier und auch noch später einfacherer Formen für die Ausdrücke 


= i re er 
(2), (x) (©), (x) | (2), (x) — ), (x) 
Grum| &), © E re, © | de 
in denen erst nach ‘Ausführung der formalen Differentiation die Beziehungen = ex, t = TIX einge- 
führt werden. Der erste dieser Ausdrücke ist die Determinante 
1 3 U2 0. Ma ud, Url ln 9 Kly 2 ++» Im 
x ERBE Dw—1 , 0, Lau rer 77} „ Kal, V22 +» - + Ka 


Lu, 15 liche Zyl, ui) 0, Lu —1, wire u—1,n) Lu, 18.00 Pu, n 
0 er 1.0 0 0 

Xu+1,1, 30 Era), nel 0, Lurl,wW+1 etdıe Us le 4; Be Lu—1,n 
In 3 En? ++ Ina 9% mi odIgn 9 In ne Km 


0 
ok +. nn 0 u En 9 ki RT 
Yıl 5 1979) 2950 Lu ‚dv, Luw+1 nee: Kun» ED Ss EI 
Eni im?» Enw—1 d, Inw +1 or Enn En ind e Fin 
Multiplieirt man hierin die 1te, 2te, ... „“—lte, w‘+1te, ...nte Vertikalreihe mit je 7? und subtrahirt sie 


von den entsprechenden letzten Vertikalreihen, nämlich der n-+1ten, n+2ten,...n+w/— iten, n+u‘+iten,,. 
2nten und zieht den Factor (1—r), n—1 mal heraus, so erhält man hierfür die Determinante 


(d—T)"1 x PR 7) ShEr Ur—l ’ v, Urt . kn Ay ’ 10) y VÖ Een Try y 0 ee) 


Lulbı Yu—12 + + Kuml,w—l b, Lu—l,u+ + Yu—in en U E run, V...0 
0 ER 0 0 u DL) 
Vutll Lu+12 edel Buti;u1: v, Vu, +1 u u+ln v y CR rs Try lu ee el, 


’ ) ’ ’ 


Zul 3 In2 nu ‚», Inu +1 BE “ ’ ” u Ülnu ‚0...0 

rs: 813 ee SUTZER | ,d, Lwrı kn 9 Ey ir + + Kia cin 
Ku » Lu ic Kun u) Kun! tert Kun ’ Lu Lu2 GH 5 Euu’ 7777) 
| inı  &n2 Bu Inu ‚dv Knut lan 9 bnty Ind» Eu‘ 7777 


Um diese Determinante auszuwerthen kann man sie als eine Summe von Produkten aus Partial- 
determinanten von nn Elementen darstellen, deren r» Horizontalreihen immer aus den ersten bez. letzten n 
Horizontalreihen unserer Determinante zu nehmen sind. Man sieht sofort, dass jede Partialdeterminante, die 
einen von Null verschiedenen Werth haben soll, wenn sie aus den n ersten Horizontalreihen gebildet wird, 
nothwendig die «w’te Vertikalreihe enthalten muss. Besteht sie nun nicht aus den ersten % Vertikalreihen, 
sondern tritt für die «te Vertikalreihe die n+-w‘te, die einzige nicht blos aus Nullen bestehende Vertikalreihe, 
ein, wobei 0 immer = uw’ ist, so besteht ihr Coefficient in der Produktensumme aus der oten Vertikalreihe 
und aus der n-Hiten, n+-2ten, ,..n+ u’ — 1ten, n+w‘+1ten,,.. 2nten Vertikalreihe der letzteu r Horizontal- 
reihen und dieser Coeffieient ist Null, weil in dieser Determinante sich die aus der oten und der n+oten Ver- 
tikalreihe gebildeten Reihen in allen entsprechenden Termen nur durch einen und denselben Factor unter- 
scheiden. Demnach bleibt nur das Produkt der beiden Unterdeterminanten aus den n ersten Vertikal- und 
Horizontalreihen in die aus den » letzten Vertikal- und Horizontalreihen übrig, und es ist: 


a > 
Gm. (2), 2) — (1 — z)e-1 x | 
Fun), 
Vertauscht man die «te Vertikalreihe mit der n+wten wodurch ein Zeichenwechsel bewirkt wird 
so folgt weiter 


O2 acH| 
ÖXuu' 


gi (2), (2) — —_ lM—n 172. Ir] d | «| 
OK‘ (d), (X) ÖL 
Eine ganz gleiche Rechnung ergiebt sodann 
el eye ee 
Ökuu' (v)), (X) uw 
Kar (x), (2) — —1— Je | ” | lei 
Kuw| (, u! 
Hieraus zieht man die Gleichungen 
eo, a| _ FE |, @| _. 8 |, @ 
BAER | (6) wald, DI ra |, W 
ee öl 1 Slelel, 
1—T, Oyy 1—t ar 
1... 2: |o,@| _- = |, @|, 2e |@, @ 
II a: da ’ a) dx D 2 (2) dr , 
wu | (a), (0) wu |, DI au |, 
—r dig | x Br dls|r| 
u EN RD SG wae 2 en < 2 SEE ERDE al nenn a 
a 37 1—tr 9 En 


Thomae, Abel’sche Functionen. 5) 


Ba. 


I, ,- 2E|@@|_ 2e |, @| 8 |@, @ 
aa FE day |, (0) da. WO, ©) u |, W 
er 72 di Han T ler 
de 
1, .- lo, @| - _. 8 |o, @|; & |@, © 
an FE Sau | (0), (a) ru WE), AR BEER 
ee | eule 2 
el, EI 1—T ya 


Vergleicht man diese Grössen mit denen, welche sieh in gleicher Bezeichnung aus dem Paragraph 
35 des Theiles I. pag. 19 ergeben, so findet man eine vollständige Uebereinstimmung, und schliesst daraus, 
dass die eben ausgeführte Transformation zu der Vertauschung der Quersehnitte « und b in engster Be- 
ziehung steht. i 
$ 6. Der Fall x—=1. Für den Fall n=1 lässt sich die 9-Funetion, die zwei Argumente enthält, 
durch $-Functionen mit einem Argumente, wie sie die Gleichung definirt 
[0 4 
3(1, A) — >. em V+mmA 
=== 


ausdrücken. Dabei können die Indices entbehrt werden. Es ist nämlich 


[6 F 
9») = (I) mm — mn Hmm) a+ 2m + 2 


— 0 
ba ray ei alm+m)? +3a(m — m)? + (m+m)v + (m— m) (v—d) 
& 
er SS): „+ Mm): a+ }(Am)?a+2m(o-+0)+m(v— d) 
Be 
a (3 ) eraQm+ 1)? +3a(2m+ 1)? +@m+1) @+9)+@m+1)w—d) 
—o 


(+0, a).9W—d, 3a) + e7® ,Hw+o+3a, a). (lv —v+3a, 3a) 
— H(o-+v, a). W—v, 3a) + edat2, I(o+v+3a, a). —v+3a, 30). 


Darstellung algebraischer Functionen durch Theta-Functionen. 


$ 7. Vorbemerkung. Wir haben Theil I. $ 29 und 30 gesehen dass die Grössen N und X in 
der Form enthalten sind 


Ü 


n Be L Ce 
(N; N) = (tea ht, a,)t 4, ir; > (0 u ty 03,) +D, ir) 


worin ccdd ganze Zahlen sind. Es kann nun allerdings erst bei der Bestimmung von 9(0,0...0) durch 
die Moduln k, f gezeigt werden, dass die Zahlen ce und c und ebenso die Zahlen d und d sämmtlieh Null 
sind. Wir werden uns jedoch manche Weitläufigkeiten ersparen, wenn wir diese Resultate vorauf nehmen, 


N 
was meist geschehen soll. Dass die Charakteristik Ic,d,+-t,Dd, gerade ist, müssen wir und werden wir 
E 


schon früher im $ 14 nachweisen, dass wir uns aber hierbei keiner Zirkelschlüsse schuldig machen, davon 
wird der aufmerksame Leser selbst sich leicht überzeugen. 


$ 8. Am einfachsten drücken sich die Functionen |x, x] der $$ 42 und 43 des Theiles I durch 
überall endliche Integrale mittels 9-Functionen aus. Es werde zunächst Kr 3 dargestellt. Dabei sei zur 
Abkürzung 


35 


p p 
(v} (Ku); v) (Ku) — (u, (Ku) Er. - 4,6 2%); U, (k,) NT = (,, 2,)), 


(vd; 9 )) = (u Lu (2, lg Eu; Bugesh)® 
Dann ergiebt sich leicht die Richtigkeit der Gleichung 
90 (k); 92 ku) irlres ee u hu 
(Wr) Sum NETT N 


worin C(k,, E.) eine Grösse bedeutet, die von den » Veränderlichen 2,, 22... . 2» unabhängig ist. 


Es bestehen nämlich, wenn o=Z wu und 0, e <n+t]1 ist, wie aus den Tabellen auf Seite 14 und 
Seite 15 ersehen wird, die Gleichungen 

Vo (ku) we (u) dv, (K,) =r06 (u) Pu (K,) are: u) —3 IN, Du (k,) = Vu u — 
für © = n+1 aber die Gleiehungen 
vo (int) — U o (a4) + FIT, d, (An+ı) =» o (lat) + Sin. 

Als Function von s,, 2, ei hier aber der $- Quotient @. pag. 148) im Puncte %,, in der ersten 
Ordnung und u im Punete ” unendlich gross erster Ordnung, verhält sich also in dien Puneten wie 


die Function y a kl): a} al weil in einem Verzweigungspuncte x die Differenz z2,— x für 2, = % 
unendlich klein dritter Ordnung wird. Führt man den Punet s,, z, über irgend einen Querschnitt a oder 
& hinweg zur Anfangslage zurück, so ändert sich ein bestimmtes Argument v oder v um — ir, wodurch der 
Quotient wegen der Periodieität der #-Funetionen ungeändert bleibt. Führt man aber den Punct s,, z, über 
b,. oder bus hinweg, so vermindert sich das System (v,; d,) bez. um das System (4,5 Q;.) oder CHE Au). 
Dadurch gewinnt der Zähler nach der Il. $ 4 besprochenen Periodieität der ®-Functionen 


: — Ay + Wut (k ö — au Wu lk 
bei b,. den Factor e MM Era W bei b,. den Factor e wur), 
der Nenner 


—Aya +20 u Eu) —awuwt 200 (Eu) 
; & 


bei b,. den Factor e bei D,,. den Factor e 
Diese Faetoren des Zählers und Nenners sind wenn « <n+t1 und «= u ist, einander gleich, also 
ihr Quotient ist Eins. Ihr Quotient ist aber zr wenn u = uw’ ist. Für « = n+1 aber ist der Quotient 


der Factoren für jedes «’ gleich t. Dieselbe Periodieität besitzt aber wie I $ 42 gezeigt ist, die Function 


[kun fl. Demnach kann sich der oben aufgestellte 9-Quotient von u —A,):(2, is) nur durch einen 
von 2, unabhängigen Factor unterscheiden. Gleiche Schlussweise gilt aber für die Variabelen 2,, 22... 2), 
so dass die Richtigkeit der angesetzten Gleichung bewiesen ist. 
$ 9. Es erübrigt, die Constante C(X,,, 3.) zu bestimmen. Hierzu wirft man die Puncte 2,, 2y...2 

paarweise auf die Puncte A, Ay... Ayı, Äuri-» - Än+ı- Dann erhält man nach I $30 und in der 
dort eingeführten Bezeichnung — nach welcher (7); Null ist, wenn u =? und (in), = in ist, — die 
Gleichungen 

071 (ku); dv, (k)) 7 (Yu Yurle— 2] in — 33); Au — Autlea— 2] in —4N}), 

071 UAF v, (f)) 2 WI tSÜaMau; (kJ): 
woraus mit Rücksicht auf die Periodieität der #-Funetionen — welche einerseits erlaubt, Multipla von ix 
in den Argumenten v, d fortzulassen, andererseits aber auch erlaubt das System (4, ,— 44; Yu —9;,) im 
Zähler und Nenner gleichzeitig fortzulassen — folgt 


%(—:N; —3N,) CR AEREENT (ku— ee] 
9 (ER) u— 3 N; Ka), | a Ha PL) 


Wäre die Charakteristik von (N,; %,) ungerade, so würde der Zähler verschwinden, und es müsste, 
wenn nicht etwa auch der Nenner verschwände, C(k,,, £.) Null sein. Wir werden aber in $ 14 zeigen, dass 
die Charakteristik gerade ist. 


Werfen wir nun zweitens die Puncte 2,, 22... 2» paarweise auf &, 5... E, 1, Eurı » +» arı 
so erhalten wir nach I $ 30 die Gleichungen 


(v; (Lu); dv, (E,)) z- (az, — + [u le in] in — 2 N; Au — 0, + lu+ = 2] IN — IN,), 
(vr (K) ; d) (ku) — (u, (£,) —_ ÜR zu ed m) = ÜR))) 
und es folgt wieder mit Rücksicht auf die Periodieität der #-Functionen 
Na (— 3 N, Ss SR) u} —; %, —;4 Guam) 15 CR ) VI B (Ku) | 
04 (— 3 N, er 3N,) So, Di (£,) (Ku NaRT 1.) 
Durch Multipliecation der so erhaltenen Gleichungen ergiebt sich 


% (— 3 N—: Ru; ehe 3 (ÜR) u) _ (@2(k £) lee 
AN HS ER HN eV m a) N) 
Im $ 14 wird nun, wie schon bemerkt, bewiesen, dass die Charakteristik von (N,, N,;) gerade ist, 
“woraus sogleich folgt, dass die linke Seite unserer Gleichung eine 3te Wurzel der Einheit ist, die so lange 


unbekannt bleibt, als die c c d d unbekannt sind. Nimmt man aber die Voraussetzungen des $ 7 dazu, so 
ist die linke Seite der letzten Gleichung Eins, und demnach 


SEE N LEE a 
Cl) = FV REN: Rh), 
und also, wenn v, (A), - . . ihre ursprüngliche Bedeutung haben 
% (1, (k); vl) _ en Ve is) Ku \ 22 —Ky Ka Zp ku 
(u, (u); 9 Dan k' (ku) Zu 2 —t 2, 
welche Gleichung auch bestehen bleibt, wenn « —= n+1 ist, wenn schon die Constantenbestimmung in diesem 
Falle kleine Modifieationen erheischt. 


$ 10. Nun werde [Ku ku) dargestellt. Man beweist hierzu die Gleichung 


9, (5 92. (69) N | ee / ee 
%lv(kurı); 9, (kur) OR Ku daHtirt) (bs Kur a 


in der UM ku+1) von 21, 22 . . . 2» unabhängig ist, wie folgt. 
Zwischen den Argumenten der %-Functionen des Zählers und Nenners bestehen (I, $ 30) die Gleichungen 
v () zur, (Kur DR (Ay — ur JH (Ay FR ); 
V) % ea (Ku + 0 (Au —Aur+ 4° Comm Fr Aut v)- 
Als Function von z, wird nun der #-Quotient unendlich gross und unendlich klein der ersten Ordnung in 
den Puncten A,y] und in: wie die algebraische rechte Seite der aufgestellten Gleichung es auch wird. 


Führt man aber den Punct s,, z, über b,- hinweg, so vermehrt sich das System der Argumente der 9-Fune- . 
tionen im Zähler und Nenner um (—4a,,.; —4,,.) und der #-Quotient gewinnt den Factor 
eu Eu) — 20 (kur v) u ala — Au +1)+ 3a u — Ayu-1) 3 
Der Quotient der Exponentialfunetionen aber gewinnt den Factor 
ei (Au — Au+1u) — 3 Au — Aut lu) 
und da Ay  Ayur Sum — Yu Ist, so sind die beiden Factoren einander reciprok, und die gesammte 
rechte Seite bleibt daher ungeändert. 


Führt man s,, 2, über Dar « hinweg, so vermehrt sich das System (v,; v,) im Zähler und Nenner 
um (du, — a) der hashr der #-Functionen gewinnt den Factor 


ae (Fu) —— 2 (Ku+1) Er se (Au — Ay'u+1) ns Ha — Aut 1) 
der Quotient der Exponentialfunetionen den Factor 
es Auu‘ au IR) lau‘ — Aut 14) 
? 


a 


welcher dem vorigen wegen der Beziehungen Ay — Ay Ay == 9 reeiprok ist. Also bleibt die rechte 
Seite der stipulirten Gleichung ungeändert, sowohl wenn man s,, z, über b,., als auch wenn man s,, z, 


über Dur führt. Führt man aber s,, z, über a. oder Ay, hinweg, wenn «= u, u+1 ist, so vermehrt 
sich v,. bez. d,. um —irx und der Quotient der &-Functionen sowohl als der der Exponentialfunetionen 
erfährt hierdurch keine Aenderung. Führt man aber s,, z, über @,,, @u, @urı oder @,+ , hinweg, so bleibt 
der #-Quotient ebenfalls ungeändert der Exponentialfaetor aber gewinnt die Factoren bez. r2, r, r, T2. 

Dies ist aber wie I, $43 gezeigt wurde, die Periodieität der Function [IR kurıl, und da Gleiches 
für alle 2), 22... 2» gilt, so ist die oben aufgestellte Gleichung erwiesen. 


$ 11. Nun ermitteln wir O(f,, Au+1). Lassen wir die Puncte zı, 22... 2» paarweise auf 
k,ky... Ku Kur?» + Aurı fallen, so erhalten wir die Gleichungen: 


7.) = May — a) — Maya — Mur )+lat+1 — ARE N + au — ur), 
(0) — Hau — a) — au — ur) +La+T—AHRN + lau ur) 
v(kurı) = ur — aurNdt+lat+t—r]ir—tN,, 

Yu) = Gar Hurt tt — Air — EN;. 


Dies in die Gleichung des vorigen Paragraphen eingesetzt ergiebt mit Rücksicht auf die Periodieität 
der #-Functionen die Relation 


= 5a — du ae Olar a 
Ian — au — ur tar) — IN; . ) u T Fu ut Ru u u 


HAN; — N) eur Au 1 Spt Fund + Our — N 'u+1) 


3 N P ) 9 
AT. 
vo kur / Üu— kur) Plkurı) 
Wirft man weiter die Puncte 21, 22... z» paarweise auf 6,6... E, 1 urı--- ui, 80 erhält man 
k) = Qu — a J)+lut+1—2lia—!N; ne) = (u — a0 +la +1 — 2er —2N,, 
v2 (Kur) ee 3 (u — #3 (url er ur )tlet 1 A] IN — 3N, 
woraus die Gleichung entspringt 


9 (— N; — N) FA Ta Ra +1 — Nur +3 aut at aut art tu art tut u) 
2 , = h 


<= IS Ans u url 1ut1 Fu 1 at ut en) 
(0,0, na); 2) a a a u L | L 


'(£ \, % By () (kuri E12 
— Olli Ru 1) a Sonanik 
Das Produkt beider Quotienten giebt 
>= > a 202 Men 
SEO U EEE em LLWEITE al ae # R (£,) 2 
a De ge tr ze 55 ) —— (2b, k +1) R(k,ıı) 
“ (au Yu G,u+1 +au+)% De ! 


worin 
un Elm Zur) 5 (La — Sage Sat Yu) = 3 u a N) ul 


ist, eine Abkürzung die auch ferner beibehalten wird. 


Mit Rücksicht auf $ 7 ergiebt sich hieraus 
> 


3 
&,% u Hl =H+H las kKurı)V R (£,) 5 R(kur), Clin kurt) =eE 
und somit die Gleichung 
90, (ld; 9) ur) RE) ir le Kurı) / 7, er wo. 
DZ (Wr lkurı); v4, (kun) Ri Du+1+3 WR Aa +) MA +N)) 7 Ri (£,.) SE 


2, 8 ee ee 
NEE ER EL HUNF 


$ 12. Ite=n, so ist | 
”) (£,) tt (nınt3 (nam); vlt)» (Ay (np); 
und es folgt dann 


% (v, en d, )) ß e2nt+3 (un Er) — dr (En)) — Wr Val ut Hs 
9 (lv, (knıı); din ı)) Zr Farm 
Ist u. =:n+1, so: ist 
(ar) = NIT 5aı ad ur) HAI sa N), 
und es folgt hieraus 
9(v, rn v,( 4 AO Ir kr) rag ‚\/ Me (bat) ae —hh 
9(v, (kı); 2, (kı)) + R(k,) TR 


Sollen diese Ausdrücke als speeielle Fälle der Formel des vorigen Paragraphen erscheinen, so kann 
dies dadurch bewirkt werden, dass 2,11, Yn+t, Patı, Ant Untt: Uni Yinrı gleich Null ange- 
nommen werden, was bequem ist. 

$ 13. Bilden wir das Produkt einer. der Functionen, die im $ 9 dargestellt sind, mit einer der 
Funetionen wie sie im $ 11 (oder $ 12) dargestellt sind, und beachten dass 

27 m) me! m) rn (Au) ad (K,) 
ist, so erhalten wir die Gleichung 
9%(v, (ku); v,(k,)) RTL „l/ en (Kur) 
9 (lv (kur); v,(kurı)) eur @ at Au) Dura) R’(k) TE 2 a. 


Setzt man aber erst in dem Ausdruck des $ 9 a«+1 für « und dividirt damit die Function des 
$ 11 (oder 12) so erhält man 

0); dt) ee Se FR 75 
9(v; (ur); dv, (u+1)) 5 Zur 13 @at1 eu) dar Eat) TurE 


u 
R(£,) u a 


Diese Resultate lassen sich in einer Proportion zusammenfassen, aus der man abgesehen vom Vor- 
zeichen +, welches der Kürze halber unterdrückt ist, jede der Functionen [%, x] dureh 9-Funetionen dar- 
gestellt entnehmen kann. Setzen wir zur Abkürzung v» für »— dv, so schreibt sich diese Proportion 


lo 5.) EHER lady era.) le) 
:9(v, (6); .)eQt396) 90, (6); .)e at Valh) . .... 90 (0); .)e rt3rnte) , Ho, (Era); .) 
ae IE en —kı) ah la Ra) 
Rkı)U ln KR nn OR (ken) 
a) "AL ee Be ipen Ron 


worin das durch IT bezeichnete Produkt über p» Faetoren zu bilden ist, die man erhält, wenn man 
v=1,2...p der: Reihe, nach setzt. 


$ 14. Beweis, dass die Charakteristick von (N,; W,) gerade ist. Eine Theta-Funetion von 
der Form (u, (s, 2) —e;; U,(s, 2)—,) verschwindet als Function von s, z in » Puncten, oder sie ver- 
schwindet identisch (R. pag. 149). Betrachten wir nun die Funetion 


(u; (s, )— 2: (3); ls, )—2 Zu )) = (u; (s, I) — 


—,— 245; uU,(s, =) Peer! K—:N,), 


welche für z = k„+ı in die Function 9(—3N,; —2%,) en Wäre nun die Charakteristick ungerade, 
so müsste die Function für z = Ak„rı verschwinden, und also, da sie in den ”» Puncten A, Aa... An je 
zweimal, also schon »-mal verschwindet (R. pag. 149) identisch verschwinden. Es müsste dann auch eine 


— 39 


in T einwerthige Funcfion existiren, die in den Puncten A,, AÄ2 ... An doppelt, oder in nur einigen von 
ihnen, in andern Puneten aber nicht unendlich wird. Dass aber eine solche Funetion nicht existire, haben 
wir I, $ 18 bewiesen. Demnach muss die Charakteristiek von (N,; N,) gerade sein, w. z. b. w. 


$ 15. Hieran schliessen wir die algebraische Darstellung der Funetion 
% (u, (s, 2) — 2 Su, (k,); u, (s, I —2 Zu, (k,)) : #(Ww,(s, I — 2 Su; (£,); u, (5, 2) —2 u, (£,)). 


Sie wird unendlich klein zweiter Ordnung für z = 4, ky ... k„ und unendlich gross zweiter Ordnung in 
den Puncten &,&... f,. Ihre Periodieität stimmt, wie man leicht sieht, mit der der Function 


Dikarı; Ian) - | He@—h,)? : @—5)? 


überein, wenn P(kutı, &a+1) eine Constante bedeutet, die sich so bestimmen lassen muss, dass die algebraische 
Function dem #-Quotienten gleich wird. Für z = An1ı ergiebt sich hieraus die. Gleichung 


931); 3%) : BEM—tin, ER, — in) = Dikarı, %.-H1) VIP (kn) (kan — bp): Pin) 2, 
und für z = f,+ı die Gleichung 
(6 : N, +3i8; IN,+EiR): (2 N; IR) = D(ka+i, br)V Pau) . Bl) (Bar —Antı)!2, 
und hieraus durch Multiplieation mit Rücksicht auf $ 7 (ohne welche Rücksicht eine sechste Wurzel der 
Einheit, also auch eine numerische Grösse erhalten würde 
VS 1 — D2(k 17% (kn) Pit) 
(EN, + Sin; IN, + Sir) a4; fat Rn) Pin)’ 
Dekatız ba) = AVB) WE) = 77) Pl). 


Somit erhalten wir schliesslich 


%(u;(s, 2)—28u,(k,); us, 2)—2r u (k,)) 


(u, (s, y— 2: url ne bB3 Su, (£,)) 
Be Vkn-ı) B a) z— ha \/ Ele (An-+ı) = a 
gr en P‘ (ka) H6=i E) EV Ren) u es 2—-/ 


$ 16. Führt man den Punct s, z in der Fläche 7 herum, so ist, weil eine einwerthige Function 


existirt, die in drei übereinander liegenden Puncten, und sonst nirgend — nämlich die Function z— 2:2 — 2” — 


unendlich wird 


(u, (65, I+u (st, tu, (sT?, 2); u, J4+U, (st, J+HU (sT?, 2)) = (Cr; ©,) 


d.h., der Werth des Systems ist von der Lage des Punctes s,z unabhängig, und ändert sich nur beim 
Ueberschreiten der Querschnitte um Systeme ganzer Periodieitätsmoduln. Hieraus folgt 


(u, (s, 2) —-Wlsye2,) — U, 8,05 2); US Z) m (S,T, 2,) — U, (65,22, z,)) = 
(u; (5,, 2,) — u (ST, 2) — ut”, 2); us, 2) — u; (st, z) — u (st? 2)). 


Sind nun (w) (w‘) beliebige Verzweigungspuncte, jedoch solche, dass (w) entweder /,, oder ur: (u) 
entweder ku oder f,,. ist, und setzen wir in einem #-Quotienten, wie er im $ 13 enthalten ist SyuE 
p) 2 „a E .i —< 
SE 2, für 52,29 bean Zn, = Rn), so-erhalin wir 


a: (“; Y( ww) e — L2u+3l0ule) — dula)) 


3) : 
BER 2. (U) N 
FE) — Bu 3ER) — Pr) TE \ na In et .) 
Ho; (u); dv, (u )). e ns Me N lt) 


» Ip 


wenn 


n n 
(v, (); v, (4)) TFT (u, (u) of en (5,7, z,) tu, (SCH, ZB U, («) az ai (s,T, 2,)+U, (s,T”, zu), 


N n 
071 (u); dv, («‘)) ee (u, 2) ER (s,T, z,)+U, (s,7”, 2,); u) (u) — ai (s,T, 2,) Fu, (s,7?, z,)) 


ist, wofür man in Folge der soeben bewiesenen Congruenz, und wegen der Periodieität der 9-Functionen 


auch schreiben kann 
n—1 


(v, (u); v, («)) Br (Wu, (Sn, 2) — En) (ST, z,)+u, (s,7°, 2,) a: 2u, (w); n ); 
& n—1 -, 
(v, (u); 9,(u)) = (u (Sn, Zu) — = u, (83T, 2,) +4 (8,7% 2,) — 20, (8); .)- 
Schreiben wir nun s,2 für s„,2» und nehmen für 2), 22... 2n-ı n—1 von (u) (w‘) verschiedene Ver- 
zweigungspuncte X, %2 . » - %u-1, 80 folgt hieraus 


n—1 R ah 2 ı 1% 
(u, (s, 2) — 2 > (lee Te 


(u, Ener 7102 5 I u, (x,) — 2u;, (u); . ) Paar ar 


(u) "I (% u z—(u) \2 
Vo He) (in) 
Hierin ist zur Abkürzung 
2, = 3(u,(s 2) —Uu(s, 2)) — 3 ICH — a: (W) — u,(W), 
u = 3lauıls, 2 U, 2)) 3 (Sr — Si +u,.(l) — U), 


n—i n—1 


HT statt Yu,(®,), ST statt Zu, (,) 
1 1 


gesetzt. 


$ 17. Nun seien (14), (4) - . . (4) og Verzweigungspunete und («), (%)..- (u) o andere, und 


zwar solche, dass (t,) entweder %,,, oder Rn (u) entweder Ku,. oder Lu, ist, ferner sei 


Nn—0 
vo —= — Kr >2 U (5,7, 2) 4 u (5,72, 2,) — 2 22 u(u,), 
n—g 
u ln tl 3) 2 un (W,), 
n—_o 
v, == a K,— = u,ls,t,2,)r40 (7,2) 02 p2 u, (1) : 
1 n—_ 
y = a >2 u, 2 + (7, u (0). 
Dann findet die Gleichung statt 
Er 
*(v,; d,) | j 2 Bu, — Pu,) 7 ln, ze (u) 9 
Y v; v;) ; 5 Eu as N Nr ) a ’ 


worin C von 29 21... 24, unabhängig ist. Beide Seiten nämlich sind Funetionen, deren dritte Potenzen 
in T einwerthig sind, und die als Funetionen von %, 21 .. . 2. in denselben Puneten und in derselben 
Ordnung unendlich werden und verschwinden, weshalb sie nur um einen constanten Factor von einander 


verschieden sein können. Die von (4), (4) - la): % ab. (u) verschiedenen, Verzweigungspuncte 


nun War (42) e Marıd (Korn) (u un aa CR und es sei zur augenblicklichen Abkürzung 
n+1 ’ 0 


| ’ n+ 1 
Winssmı 6 hr 2 du, 277 (u; WB ger 2 nl): 
3 0 en ; u 

W,= el 2 DB, — a 2 li, ET „); 

TREE R 3 er 

yY, = FI; (4) Bp= en, (w,), 

k 3 S ’ 2} S 

en ee: 2 u! (RB et 2 ul 1% 


so ergeben sich aus der oben ‚aufgestellten Gleichung die beiden folgenden 


vo; Ne, — Bu #) - = fr I. 
EITZER SUR R al: 7 ik, r 44H) N 
GES AG TERN RE, 

9(W,; We e 


9(W;; Be 


AA ) 3 7 
y 10 De RT (ker eek len) 12 
"ee Volta“ ; Ik 


4 (w, o+vV BD) 
EEE Ze 


Bildet man nun das Produkt der beiden Gleichungen, berücksichtigt I $ 30 und II $ 7, und den 


Umstand dass die #-Funetion eine gerade Function ist, und zieht man noch die Quadratwurzel aus, so 
erhält man 


SE. R 7 , 
3 ;> Bun, FF Fur Beet) 


ee c / Jr: Bir) a) Mor dl) 
5 RR Hole De 
—— Eu, — Wr Wu,t Bu) o+v+1 Hy o+r+1 Fy 
e 
oder wenn man mit Pt, u --. 1) das Produkt der Differenzen der Verzweigungspuncte (1), (u), - - - (Ko) 
mit allen übrigen von ihnen verschiedenen Verzweigungspuncten bezeichnet 
—y Te nee Tner eg 
e aszu u, 1: key en Us RE U) 
re 7 ETF a r ; >) 
Rh, ; .. Ra; .. Hy) 
N € - = 
un, Hau“ Kar r IN TR Ir =) (Au, un Hy ap Au, ut Au, uyı)) 
und so erhalten wir schliesslich die Gleiehung 
[% 
412u ,U,..: vo-32@u, du) u 
9%Ww,; 0) e UL / Piw,.un - 4) 2 lt) 
0 ; Fu Pins es ug ) allen v- ) 
4 2 Wr su a Se N 


0, (v5; v;) e 


wobei zu bemerken ist, dass 4,, 4, Verzweigungspuncte mit gleichen Indices bedeuten können, indem sie die 
verschiedenen Punete desselben Paares sind. 


Thomae, Abel’sche Functionen. 6 


= 42 x > 
Somit sind nun alle Funetionen von der Periodieität der Funetion 


5 
Va) (z—b).... (2m) : (z—a’) (z—b/) .... (2 m‘), 

worin a b...m, a‘, b’ ... m’ Verzweigungspuncte sind, und zwar in solcher Zahl, dass die Anzahl der 

im Zähler stehenden sich von der im Nenner stehenden nur durch ein Multiplum von 3 unterscheidet, 

durch #-Quotienten dargestellt, weil I $ 44 bewiesen ist, dass alle diese Funetionen abgesehen von einem 

einwerthigen Factor in die Form gebracht werden können 


Se es 
\/ ZIERT ZUR 1% 
2z—%, 2—%, EN 


worin von den Grössen x beliebig viele den Grössen x’ gleich sein können. 


$ 18. Besteht die Congruenz 
(u (&u — (29; u, (u) u (Ru) == Ka — Gute — tg iR, Hu Hut — Ge tg iR) 
und wird 
2 pP 
WW) REIF, 2 ls 2) Fu (s,, 2,)) 
gesetzt, und ist %,, entweder /, oder £,, %,. entweder k,. oder f,., so stimmt die Periodieität der Function 


Hau Ag lg ge HIER) Euro) 
9(v}; d,) : 2 w+3Ww — du) 


als Function von s,z mit der Periodieität der Function Ve): @—x,) völlig überein, und es kant 
demnach in dem I $ 46 definirten Ausdrucke 


z—X en, z 
u u p u 
NVA er ae me N Ds 2 SB; 2 Sp Zpj %y | %u) 
4 = Dale AT 39 H 
Z— Ay Kr Zp Ku Pet ui Tu 
welcher dieselbe Periodieität hat, die von z unabhängige Grösse 4 so eiugerichtet werden, dass er sich von 


dem obigen Quotienten-nicht unterscheidet. Setzen wir deshalb die beiden Ausdrücke einander gleich, und 


hernach z = x,‘ so erhalten wir eine der II $ 13 aufgestellten Funetionen und daher die Gleichung 
3 ERCEer BUITTEE 
2,7% 23, —% ah er 
u 2 u D u : u 
alte en Er a Ey: Pi, 25 5, 215° + +5 8pr 2p3 &u | %u) 
21 Hy u Kyr DT u‘ 2 — Ku‘ 7 Ku’ { 


N a 4 Kun 2 Ku Zy — Ku 
+ Tee ee, 
Nun ist aber in I $ 8 der limes auf der linken Seite dieser Gleichung der Eins gleich gesetzt worden, 
and folglich ist AAA = R (x) ; R(&), so dass die Gleichung erhalten wird: 


A a 7 IESgAR; Jr er ut du) 


%(v;; 2) i ee Bu +3 Wu — du) 
a ET 
R’(&u) ER, 3 L 
u TU 
==, en Laer f — LPs, 2j.81215...225 59 295 Ku] &ur) 
4% u RL u u) 
R (&u) fi Zy — Ku PP 
wenn 2, = z genommen wird. 


$ 19. Etwas einfacher wird die Gleichung des vorigen Paragraphen wenn s,T, 2, für s,, z,, und 
s,T%, 2, für Sy 0m, Zy-tn geschrieben wird, indem dann in der Bezeichnung des $ 12 in I die rechte Seite 
den Werth (zu = z genommen) 


Ray j 
Ve ln es ) - Playa oe: Zur A |) 


erhält, wenn die in # noch willkürliche Constante so bestimmt wird, dass 


Men. 
r ee?” 2 
lim ee EP EN Zu, Au |) — 1 


De ek 
zZ Ky u 


ist. 


p p 
$ 20. Ist nun wieder (v}; d,) = (u; (s, 2) — Fu; (s,, 2,), 1 (5,2) — Zur (s,, 2,)) und sind Ah, g 
1 1 


ganze Zahlen, so kann man u die Function 


u Wr ZZ Eh (ar, > a 347) IN; d, > S hyla, — +39; in) 


n 
Eh »®, — d,) 
DAUFE v,) eisd 


N darstellen. Wie sehon oben bemerkt und I $ 44 bewiesen ist, giebt es immer, wenn unter 


‘ 
(u), (W) . Fizir® . (4) Verzweigungspuncte verstanden werden, eine Function 
3_ 
Vz—lw) za). 2. 2 Wu): a). 2 — lo... 2— (fo) 
die wie der vorliegende #-(Quotient a ist. Construirt man nun eine in 7 einwerthige Function x 
r ji fi f] x 
die in den » Puncten Ss, 21, Sy 22. - » Sp 2» und den 0 Verzweigungspuncten (w, (4). - . (4) in der 


ersten Ordnung unendlich gross wird, und in den Puncten (1), (1)... (Ho) in der ersten Ordnung ver- 
schwindet, so kann sich der #-Quotient von 


ya) zo.) „2 Wo) 
2) 32-6) 2— (l,) 
nur durch einen von 2 unabhängigen Factor unterscheiden. Die Mittel zur Construction der Functionen % 
sind im Theil I dieser Schrift vollständig enthalten, hingegen bringt die Auswerthung des von z unab- 
hängigen Factors im Allgemeinen Complicationen mit sich. Wir beschränken uns deshalb hier in der Darstellung 
auf den Fall, in welchem die Puncte‘ s,, 2, paarweise in‘ 7' übereinander liegen, in welchem wir die 
Darstellungsform etwas abändern. 


$ 21. Ist also hier 


4 ‘ 3 r 
w;d)) = - K— UNSINN ZH UN EG, 2; Sr — hu — Eu (S,T,.2,) HU; (s,72 Ne 


n 


(,; 0), = (Ar h,(a,— 0,)+3g;ir; y+HIrh, (a,,—0,,)+39, ir) 
so ist 


n 
32h, —dy) 
®(v,, dv) e 


9(v,; d,) 


(9) n («,) , 
\ He Haken ) ” D(z, 21,24». .+ m (1), (43) “0... (4o) | (4), (u,) she ® (4,)) 


— (1) 
wenn # dieselbe Bedeutung als in 1 $ 12% hat. Um die von 2 unabhängige Grösse C zu bestimmen, setzen 
Wir 2, 042 — (eu): Zu DT a RETEL FT = (n,). Dann gehen v7, v,, v;, d, in die ebenso be- 


zeichneten Ausdrücke des $ 17 über. Wenn wir daher die in ” noch willkürliche Constante durch die 
Gleichung bestimmen 
AT 
. \/ — lu ») ? SE ; } D 
lim | u ne ei a Den lol) (ui. - vo) 1 
n— o+1 1 v 0) > : 
in der 24.11 zur Grenze (4), Zu 94 1,Zur (Grenze ()y.- +, 27 zur Grenze (w,) übergehen soll, so 
erhalten wir, wenn wir die Zahlen A,‘g mittels der Periodieität auf ihre kleinsten positiven Werthe bringen 
6* 


E 
— 2 u Us.. Mot3 2 ln, — du) 
”(v,, 0,) € e 


4 ‘ 4 (4 
a Kot3 (vu, — vu) 
DR (v;, v,) e 2 


/ Pla), Wi). - . (ko) — u), 3 
an RRONRERN lkonkeen. > ser Den — lead An Wal) - > Leo AUSESIENEEE 


+ 


Es mag bemerkt werden dass die Functionen # die hier gebraucht wurden und in I $ 12 in Form 
eines Determinantenquotienten dargestellt wurden, eine Vereinfachung dieser Form zulassen. Es ist nämlich 


L‘ ko k=z BD OR EINE k—2z, K% 
Plzo 21, 22 - : = 2m % (khur ud 9 Pr gi) 5 HOHER T ENT EU ? 

r 2, — 9 %,—2ı u re 2, — 2: y—% 

a | = 2 Zu 
NS, 5 Sy t—u f-2 t Zy1 Zy+H1 zu f—x 
(2,0 23, EI Cm, Zn; X | f) —— CHE UE Em od DEZ no... we . 


N; 2, Fr2gle2yT- 2,72, _| ZyT2yr] Zy 29 2yT% 


Das Verschwinden der partiellen Differentialguotienten der %-Functionen. 
$ 22. Da die Gleichung besteht 
3 nl Mi n-+1 
( —M- 2 ul); an 8,—2 u) =) (N; N,) 


und sich diese Funetion, wenn man von den Voraussetzungen des $ 7 absieht, von D n (0; 0) nur durch 
R) v 

einen EARERSBUR Map. unterscheidet, wie aus Il,$ 2 hervorgeht, und da die partiellen Differentialquotienten 

der Function 9% Ei, Ron; v,) mit den‘ Argumenten verschwinden, weil'sie nach $ 14 gerade ist, so» ist!'es 


offenbar, dass man 9(v,; d,) mit einer solchen Exponentialfunetion # multiplieiren kann, dass die partiellen 
Differentialquotienten des Productes verschwinden, wenn (v4; 0) = (N); %,) wird. Es kann "aber all- 
gemeiner gezeigt werden, dass man stets einen Factor e? finden kann von der Beschaffenheit, dass die 
partiellen Differentialquotienten von e” 9(v,; v,) für . 
3 n+1 n nl 
(v;; v,) = Ga >> u(x,); iu) 


verschwinden, wenn %,%, » » » %n+ı beliebige von einander verschiedene Verzweigungspuncte sind. Dabei 
wird im Allgemeinen bei andern Verzweigungspuncten die Grösse 7, die eine lineare Function der v und v 
ist, eine andere sein. Setzen wir hier um abzukürzen 
(vi (x); dv, (*.)) Er: 
n [7 


es 3 
(ne) Lutır, 2,)t+u4 (5,72, me | = a ine T,2,)HB,Ms,T2, ») 


m, Ku); dv, (u) A ut stv u) —du (*u)) 
9. (0,2); 9,(&u)) ea r3Ou Ru) Pure) 


worin %,, entweder k,, oder En %,. entweder k,. oder fu. ist, so erhalten wir aus II $ 16 durch logarith- 
mische Differentiation 


U- 


De U 7 © 1 
02, „4 0 u 2 d£ u‘ 


2 
in S1/@9) ( AsU\n: RN >> 1» (20) „lg U lg 2. 
end, zn, 1—r2\ iv, OD, 


= % TE 


PETE REIN 45 Le, 


Macht man hierin z, = k, und nimmt A, von %,, %,. verschieden an, so erhält man die Gleichung 
olgU = 
k Ct —) = N. 
2A Ak Ov, T 90, 
Macht man aber 2, = Lo und nimmt ebenso {, von %y, %,. verschieden an, so erhält man die Gleichung 
olgU lg 
2, (to) ( . Et = —=W. 
v, d, 
Wird .nun ‚der; Reihe nach ‚9; gleieh ‚1, 2,,..... 2 gesetzt, und dann , = 4, 2 = %,...m = % 


worin die %,%a... willkürliche von einander und von Xu %„‘ verschiedene Verzweigungspuncte sind, aber 
d 


nur die speciellen Indices «, «’ auf Verzweigungspuncte des wten und w’ten Paares hinweisen, so erhält man 


olg! 
n Gleichungen, in denen die Grössen Ir 


dieselben sind. Ersetzt man sodann die Punete X, %...%n 


; FERIEN I 
dureh die übrigen von ihnen und von %,, %,- verschiedenen Verzweigungspunete, und vertauscht x,, mit 
’ U. U hr 
X‘, 50 erhält man r neue Gleichungen mit denselben Unbekannten Man hat also im Ganzen 
v, # 
p homogene Gleichungen mit 9% Unbekannten, nämlich den Grössen 
olgU EV elg di, „olst 1 Be 5 
rn, Er O0, ET rer 


Da aber die Determinante der / sowohl, als der f nicht verschwinden kann (conf. Crelle’s Journal 
B. 75 pag. 224), so müssen die Unbekannten alle Null sein, und es muss daher auch 


olgU AlgU Er olgU 0 
ev, 00, Pati 00, ur od, Bir OD, x 
sein. 
$ 23. Das Resultat des vorigen Paragraphen lässt sich nun so schreiben. — Ist 


va; a) ER) 2a); 12 Zu; (,)) 


n 
Ru); Ru) = (u) — 2 >u,%,); u,(z 


2 > u, (%,)) 


und sind 4, % . . . %n VON Zu, % verschieden, und ist x, entweder gleich A, oder gleich F,,, 2. ent- 


4‘ 
u 


weder gleich %,. oder gleich f,., während die Indices der übrigen x nicht auf die entsprechenden % oder f 
hinzuweisen brauchen, und ist 


n 


ey Tree 
WM = — = RE 
so bestehen für o gleich 1, 2... n die Gleichungen 


up DL ZZERR (va; 9%) Da da ae ll na 0,8) 


7 vg 
es Bu eu) ru Ru) e (0,2); v, x) RIO (Zu) —dur (uw) 9 @ (au; v, en )) 
6 30) —d +W 0 3@ )— dur +W 
we Pu Zu uZu)) j I(v, (2); v, (*)) 50 bp ( ww’ (Au (Ku )) ‚9 (u); v,(&u)) 
2 
SITREITTTEANI AT a en REIHE ö 
N er; une ee ET Bora udg 920) 


Diese Gleichungen würden übrigens bestehen, was für eine Function von v und v, W auch wäre. Hier 
ist W so gewählt, dass die partiellen Differentialquotienten von e"9(v, — :N,; den Argumenten 
verschwinden. Da sich später für c, c,d,d die Werthe Null ergeben, so mag die Function Wfortgelassen 
werden. Weil nun die partiellen Differentialquotienten der Funetionen 
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”\— /, — %) = = (u; ( a) ee 28 zu, de, 5 U, (+1) —. Eu, (6), 


): (u, (k.-r1) ) > Ur (k,) ; U, (Ant) En zu, (k,)) 
verschwinden, so müssen auch die partiellen Differentialquotienten der Functionen 
3W, —d er Me = 3(0, — vd 2 
AUT u) ; (u (k,) —ıg > u, [£.)% u, (k,) 32T) Eu, (£,)), Yu u) Ba (u, (£,,) —2 2 (hy; 3 ) 


verschwinden. Diese Fälle mögen genügen und es mag dem Leser überlassen bleiben durch successive An- 
wendung derselben Methode das Verschwinden der partiellen Differentialguotienten in dem allgemeinen im 
$ 22 angeführten Falle nachzuweisen. 


$ 24. Bevor wir zur Darstellung der Integrale zweiter Gattung durch Thetafunctionen schreiten, 
bilden wir noch zwei algebraische Formen derselben, die passender ihren Platz hinter $ 39 des Theiles 1 
haben würden, deren Bedürfniss sich aber erst hier ergab. Wir haben dort 
eo ee 

; 352B(z) Pl) (z—L) 
EN Er s m Od 5 Pl) Ari E ; 
Bin md, | 2 —k, folk) a et, ur) (1,3 808 

gesetzt. Nun wollen wir noch 


ist, 2, 6,5) — wäh kärpeal weeg se 2: 0%) 
1,7) 2.0237 


Li D1. 
— züßT, 2; 6, &) -Hlst?, z3,04L) & 3 
’— RE IR rare Ss, 2 Gb), 
also 
PISTYzZ OO) er Fl 2ER (>27 0,9) 
Ast? 239, Ch == 72T, 2; 0,1478 18,2: 0,0), 
setzen. Dann sind die algebraischen Ausdrücke dieser Functionen 
ni 1 1 
N a n :. Zu sin, 
T( Aue 1 T ARHN B (k,) 0%9 (6, I) $ (0) 
S424s0;]X ; ee a 
NSS Bin md zZ R, fok,) OR, 3% 0)? 
1 q AR, WrIE 
TI £) SQ ) P(£,) O%o (6, S) 08 
813, 2: OS) = MT — — — 
Es 3, toll) Of, 35 (2 —L)’ 


so dass also in dem einen Ausdrucke nur die © im andern nur die t vorkommen. 


Darstellung von ae zweiter Gattung durch 9-Funetionen. 
; p 
$ 25. Ist (,9,) = (ul, 2) — 2 Su, (s > 225 8,22, 2,)), (508,05 De 
ul 
in 7° d.h. in der durch die Schnitte «a, b, a, ) begrenzten Fläche 7’(I $ 19) als Function von z, stetig und wird 
im Punete s,z wie 1:2 —z, unendlich gross. Zu beiden Seiten der Querschnitte « und Z hat die Funetion 
dieselben Werthe auf dem positiven Ufer von bi, ey bez. b,, ist sie bez. um 

20u, (5, Be 2in Fu (2) a 20 17 (s, 2 % a Ar } 1% (2) 

02 rd Ns 4 2\ s® SP 
grösser als auf dem negativen. Durch diese er und zwar auch schon dann, wenn die Werthe 


der Periodieitätsmoduln bei b und b nicht gegeben sind, ist eine Function von s,, 2, bis Eh: eine willkürliche 
additive Constante bestimmt. Setzt man für » der Reihe nach 1,2,... 7, so findet man, ‚dass 


02 


A a 
02 


‚sein muss, wenn /(s,2; $,,2,) die in 1 $ 39 festgesetzte Bedeutung hat, und Ü nur noch von s,z ohne 


pP 
© Y 
== »& Ais'zs Sul 
1 


Index abhängen kann. 
Betrachtet man 7 und T als Funetionen von s,, 2, so sind die Periodieitätsmoduln 
bei by bei b, 
von (724 SW 2,) ix}, : SP 9," Wim) Pl — M), 
VOR L(n 20 5,,2,) inf) : BL — 9, Airtf,l@) : SP 2). 
$ 26. Um die Constante (Ü zu bestimmen, setzen wir 


n—1l 


4 ‘ ' n—]l 
(v;; v,) = (u; (EU, 5) — U (£,) 2 eur (62); 9,2) WLan (£,) 2 En (£,)), 


und untersuchen zunächst den Quotienten 
” (u, — Hay an) — Fin = Oo 9(v, +3 (CH FAR, .) 
-— a u — nst. — 
92; 27) . end) 903; 05). e&n —Pn) 


B) 


der als Function von s, z beim Ueberschreiten des Querschnittes a„ den Factor tz bei @, den Factor 7 er- 
hält, an den übrigen a und @ aber stetig ist, der ferner beim Ueberschreiten eines Querschnittes Du oder b,, 
jedesmal den Faetor 7 erhält, und also (I $ 44) wie [%, Antı] - [Antı, rt] = [hr iur] verzweigt ist. 
Demnach kann sieh dieser Quotient von der Function 


M/Un- in S 
/z—b s2+s0+ 0? 
—en na) 
2 ni AN 
nur durch einen von z unabhängigen Factor unterscheiden*). Setzt man nun z = £ so wird mit Rücksicht 


auf IIS$S7 
(vv — Han a) Sir; a — Il a) ir) du) 2 N u (f er K,— u; (,); 
(ad — iR, u — 3) — 3 N A rt ln 
1 
— (—3 1; —3%,) = (0,0), 

und dies muss auch gleich 

Rn N ; n 

(u (6, I) — Zu; (07, I +u (072, N; u4(0,d) Euler, EN +u; (or2, 9) 

sein, wenn CD, C®, .... £® diejenigen Werthe von z sind, für welche s?+s04+0? = (s— or) (s— or?) = 
(s? — 6°) : (z—£) verschwindet. Die Werthe von £ für welche diese Function verschwindet, sollen ebenso 
mit 2W, 2, ... .. z(® bezeichnet werden. 


Tor: x n a iv 1 10 Days ” 1 > a ee re > „ 
Hieraus folgt nun, dass, wenn wir im vorigen Paragraphen die Punete sj, 2); 82,225... Sp) Zp 
. v D D 9 D . . nn ® a 
auf die Puncte sr, zU; stT2, zU; st, z9; st?, 29; ... st, z®; sc?, z® fallen lassen, der logarithmische Diffe- 


rentialquotient der #-Funetion verschwindet, und dass demnach 


= — Zt 2; 52,20) + 18 2; 52%, 20) 
ist. Dieser Ausdruck lässt sich jedoch noch wesentlich vereinfachen, nämlich von den Grössen z(”) befreien. 
Da +7? — —1 ist, so hat man zunächst 
— 1(s, z; st, 2) — t(s, z; sz2, z0)) 
BDER _ x 38 B(A,) a7 (8, a) 39 Pb) X, (5, 2”) 
IT ru) Ag Volk) Ok, a L,. Te (£,.) of, ? 


worin also der vom Integralzeichen freie Theil der Function { verschwunden ist. 


*) Soweit dieser Factor von 5 abhängt ist er gleich Y (SG — fa+1): (&— tn) . (&— in). 
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Nach dem Abel’schen Satze (R. pag. 138) ist nun weiter der Ausdruck I,)0%,(5, z)) : ök,. eine 
rationale Function von s, wenn vr —=(, I,...n gesetzt wird. Da derselbe, wie man leicht sieht, nur da 
unendlich wird, wo s verschwindet, so ist er eine ganze Funetion von $, und zwar eine lineare, weil er nur 
in der ersten Ordnung unendlich wird, also kann man ihm die Form geben Aoyy-+Py,.8. Lässt man 2(— 29) 
auf %,. fallen, so fallen. die: z(’, 29, . .. 2” auf die übrigen k und man öndet Bo, indem man den Grenz- 
pres ausführt 


lim Veh. (Ay Pop) —= lim Uri: 3, öx,( zZ): Okyı 
zZ Üigy 2 — kp 0 
der ergiebt 
By =, ia) PB). 


Lässt man z.(z'®) auf £,, fallen, so fallen die z, 29... auf.die übrigen f und man hat Aoy' 3 DIL? (b,): Ok 
Mit diesen Resultaten findet man endlich 
INN NS I N Br) el) 
in u) DI Dean Ad le an A ia] 
1 x 08,18, 2) (s, 2) BA.) hi 18 7 (5, ze) P(t,) 
in Sieh; OR Ru el 
SS ds EBEN 2 oe Fk) 
ran) 
ne ae er 
zhn zb. Ss zok,r dmok, Folk) zb in of. To (ky) 


also für C einen von 20, 29... 2® freien Ausdruck. 


= 


$S 27. Ist nun x ein beliebiger Verzweigungspunet und 
p P p 


3 N 
(v, Wa D, (&))-= Ü; ee 2u, (x) _— >2 u(S, > a 1 KR, — 2u, (x) ur >> u, (593 )) 
1 


und multiplieiren die Gleichung des $ 25 mit $? und setzen sodann k, für z, so erhalten wir (vergl. 1$ 40) 


a le ia ST 05H; ak), Bear; mu. , 
1—_ 72 un e on, dv, | N w 
iR IIT x olg " (v, (ku; D, Ku). I R(k,,) x 0x, y3 2,) Far, (k 
De OL, Rz Ser) a SMORN) ou) 
wenn angenommen wird, dass bei diesen Grenzübergang (3 P in Ü ok r übergehe. Multiplieirt man aber 
die Gleichung des $ 25 mit sB und setzt z — —=f, so erhält man die ähnliche Gleichung 
IT x ol89lp, (Eu); dv, u) 5 BE 3 (v; (Ed; 92 (u) f) 
1— 72 ul Ov, od, Fr Eu 
Park: : Ss olg AUZANGE 2, (9) I R'(E,) >» Lo (55% 2) Hs). 
EZ 0%, va SU To ee ie ” 


Hierin ist @ beliebig. Es ergeben sich aus diesen Gleichungen sofort wichtige Eigenschaften der Periodiei- 
tätsmoduln. Wenn nämlich der Punet s,, z, den Querschnitt b,. oder b,. überschreitet, so erhält man den 
Zuwachs des Integrales zweiter Gattung in zwei Formen, durch deren Vergleichung sich ergiebt 
int fer (k,) Be PR RK) e. DER f. (k a ee Org: RK) __ ORgg‘ Th(k,) 
a ma BE On, info) Eh Brfylku)? 
Zr f ‚(k va a Okop‘ RK u 2inT / (€ De Ey RE) y4 og‘ TR (f,) 
1— rt? 4 a Birf, ER ER 1—72 You OL, Bir fo) of, rt, u)’ 


woraus folgt 


OR gof eo HANT % (ku) fo (Ku) Okgo' * ont To (£,,) fo‘ 1) 
Ok, ER: u) ; of, 1— tr? R(£,) 
Nun fanden wir in I $ 23 die Gleichung Eo —= %,g/,. woraus sofort noch die beiden Gleichungen fliessen 
ORgg‘ Zu baart To‘ (£,.) fo (f) Okgp‘ wei ont Te (k) Fo (Ku) 
ef, > Br m) Ok, a? R'(k,,) 
$ 28. Nun müssen die Constanten WAGRE Co (£,,) bestimmt werden. Um die erste auszuwerthen 
lassen wir die Punete $|, 2); $S2, 22} - - . Sp, 2» paarweise auf die Puncte Ku, hayıa 8 KR 1, Kurt» + Anrı 


fallen, wodurch (v, (Ku); v,(k,)) mit Rücksicht auf 1 $29*) und II $7 in (0; 0) übergeht, und also 
olg9(v,; v,):0v, und Alg#(v,; v,):0v, verschwinden. Somit hat man 
2 SW 0x, (kr) Be 
Bin ud Fer (ok) 
Beachtet man, dass für Zr 
a Ak rt) 
Ok, One of, of 


ist, so schliesst man, dass C,(A,,) der Null gleich angenommen werden kann, wenn in den Integralen 
N ‘ 


2 SB) rg lky) B WB 
Bi md rn a 


Sir 7 A) — Co (ku) 0 


02,81, 21). O&y(S3, 22) 0% ,($p, Zp) 
Goype von Ba RE Ok 
für die untere Grenze bez. die Puncte 
ki, ig, ky, B, Zune ku) u kurt Falk» a. Kurth np 
genommen werden. Für (, (£,.) findet sich in ähnlicher Weise 
2 SR Lo (t,) Lolh, ) & kn, A 
Bin md Wer To Aa, 
$ 29. Wir stellen die Gleichungen der vorigen ERPSNENN noch in den speciellen Fällen auf, 

in welchen ” =n) s,t, z, für s,, z, und's,T?, 2, für S,ı„, 2, gesetzt wird: ° Dann haben wir: 


in x lg Il, (ku); vr lk)) RR R'(k,) \ Sw.a SE Zu 2) sy, RB 
1 — 72 _— or, BIS UT 7 Bin, (k,) al ok, da ot Lo 


Cs (£,) Ar, In 


1 


6 er 
u 2. (ku) Su fe) sy» ne 
= — Bir folk) — Öky, / %o 
5 
IN x olgd (v; (4); dv, m) a; k (E) 3% fe) Syn 3 
a u 3 AT a, fi dr 


v 
Hier bezieht sich das Zeichen («) oben an I nur auf die untere Grenze, während in der oberen 


der Term s2+ı, 2u+1 nichi vorkommt. 
$ 30. Grenzwerthe eines Differentialquotienten eines Integrals zweiter Gattung. Diffe- 
renzirt man die Gleichung des $ 25 nach z, so erhält man 


02159 (v,; v,) er x er +2) | 82189 +]- öl (s, 2, Sg, 29) 
020%,° ui | 020%, En 0201, 8, P 02, 
Multiplieirt man diese Gleichung A mit $, P, und setzt z, —= K,, ein andermal mit So Bo und setzt 
2, = Lu, so ergeben sich die Gleichungen 


*) Die dort eingeführte Bezeichnung für Summen und Producte, in denen ein Tl’erm fehlt, ist auch hier und 
weiter angewandt. | 


Thomae, Abel’sche Functionen. T 


öt(s, 2, Son 20) 
IN ITS en Eee u 
u oz z 0X, 2 


> ) 
0 u7 ‘ ‘ 02, 
x 02189 (v,; v,) nr 20) 
jr x RA SO = Im, z 0 ?o 
eT—iu 029 


Differenzirt man aber die im $ 27 aufgestellten Gleichungen nach z,, so erhält man bei beliebigem 0° (auch 
für 0° = 0) die Gleichungen 


„N 92189(v, (k,); 9 (k)) . a R(k,) rg (Sg 20) 
a OL, 02, Er EFE HR fg lku) Oky02o 
m 02189 (v, u; v, (u) Be R’(E,) RANT 2.) 

Den 00, 02, Te Ar 


Lässt man hierin den Index u fort, so gehen die linken Seiten dieser Gleichungen in die linken 
Seiten der unmittelbar vorher aufgestellten über, und man erhält daraus die Beziehungen 


RA: Öl(s, 25 Sg, 2o) > R'(k) 02% 015, 2) 
20 = ku 2 02, BR Fo (Ku) ar, 02 ’ 
ot(s, z 2 Rt or. (s, 2) 
ee SE a. e) a. an nr | 
20 = fu 20 I Tg‘ u) bc? 
Daraus ergeben sich noch in 7 und & die Gleichungen 
ü pIL (eg S, Z), nach RK, ) ‚ Prog (6, ) 
u 02 FL Birfg (k,) Ok, De 
ed RNSZÄCES a a 
" 02 Bin fo (ku) of 08 


zu 


$ 31. Um ölgdv,; v5): 0v, und Olgd#(v,; v,): 00, algebraisch darzustellen, kann man zuerst 


olg9(v;; v,) 1 ( 8d(v,,;, 0) OlgHlın; Ei 
ne a u + a er 
OR, 1—r 207 Od, 
und 
ölgdl;; v,) 1 olg9(w,; v;) Blg9(v;; v5) 
ÖL, l—r v, Od, 


darstellen, und dann durch Elimination jene ersten Werthe finden. Es wird daher genügen sich mit den 
letzteren Ausdrücken zu beschäftigen. Dabei setzen wir zur Abkürzung 


08,53, 2,) X ÖL, ($y, 23) x ÖL, 
02, 02, 02, Na EN 


und wieder 


p RB 
(v,; d)) = (us, 2) — zu, (s,, 2,)5 (Ss 2) — Su (5,725): 


Alsdann können wir die Gleichungen ansetzen 


olg9(v;; v,) " 8 5 olg9(v;, d;) _ ven IN 
X, IR V = ÖL, = 


worin zur augenblicklichen Abkürzung unter 9 die Determinante 


0X, 02, or, 
an, das an, 
02, ; 025 e 02) 
OXn OXn OCn 
02, 2 02 i 92» 
BL, ı ALn 
02,” 02,’ 027 
Öln Öln Och 
02] 2 023 3 02» 


verstanden wird, und unter V. diejenige, die aus \/ dadurch hervorgeht, dass man an die Stelle von 
00, : 02, O%,:029, .. . 0,502, in V bez. — (9,215 5,2), — (5,235 92), . . » —LlSp 275 5,2) treten 
lässt, und unter Y,ı,„ diejenige, die man erhält, wenn man an die Stelle von I%o 02, Öko : OzasE a. IL 02» 
bez. die Terme —t(sı, 215 5, 2), —t(s2, 225 5,2), ... — (Sp, 29; 5,2) treten lässt. Dann sind F,, U, von 
s, z unabhängige Grössen. Beide Seiten unserer Gleichungen werden nämlich als Functionen von s, z unend- 
lich gross erster Ordnung in » Puneten $1,21, - » - Sp» 2» deren Lage völlig willkürlich ist, und haben an 
allen Querschnitten a, a, b, b den Periodieitätsmodul Null bis auf einen. Die beiden Seiten der ersten unsrer 
Gleichungen haben nämlich bei b,, den Periodieitätsmodul —2 :1—T?, bei b, den Periodieitätsmodul —2r : 1—r? 
und die beiden Seiten der zweiten Gleichung haben bei bo den Periodieitätsmodull —2:1—r? und bei 
bo den Modul —27: 1—r?. Dadurch ist aber eine solche Function bis auf eine (von s,z unabhängige) 
additive Constante bestimmt. Denn die Differenz zweier solcher Funetionen würde in 7 einwerthig sein und 
in nur p willkürlich gelegenen Puneten unendlich gross erster Ordnung werden, was nicht möglich ist 
(R. pag. 122). Damit ist die Richtigkeit der aufgestellten Gleichungen erwiesen. 


$ 32. Nun setzen wir W Zn), s,T, 2, für S,, 2,, S,T2, 2, für Sy In, 2, So, 20 = 5, z und 
P n 2 3 re 
vw; 2) = — BZ er u(s,T, 2,)+U, (5,7? 2,); De 8, => u, (s,T, 2,) tu, (6,7, a). 
I) 
Ferner ist 
OST, Zur) =. „ 0%» KEE 2 „0%, Or, (STR, 2.) er 0x, 
02, Br 02, en O2,.’ 02, a Ed,’ 
Orelsuut,2y) ER) ESE IT GL, (syre291) ic „Or 
02, 7 02, Fr d2,.’ 02, it d2,.' 


Der Coeffieient von —t(s,T, z,; s, 2) in der Determinante des vorigen Paragraphen gewinnt durch Einsetzen 
dieser Werthe eine ganz ähnliche Gestalt, als gewisse in II $ 5 behandelte Grössen. Es ist somit 


. sl Ir 
Oe9lm; 0) Nr 1 ; 7 
STREIT — _ en ANZ zes er le 234522) Ben er 

I: 
025 


oder mit Rücksicht auf die im $ 24 eingeführte Bezeichnung 


1 09%, 
lg dv}; d,) Sr ee m 
er ee Zu 3 zZ y 
Or, — Don ’ „® ö % 
02, 


br 


A 1 | 
n SIr,, 
ölg9(v;; v,) & 027. 
En © 7” x T(s,, 2,35 8; Be 
E ı Su! 
02, 


welche Gleichungen sich leicht mittels der im $ 25 gefundenen Eigenschaften von 7 und 7 verifieiren lassen 


$ 33. Die Auswerthung der Functionen F,, ® 
Differentiation nach z 


. 


e ist nicht ohne Complieution, durch nochmalige 


aber erhalten wir vollständig fertige algebraische Darstellungen für zweite Differential- 
quotienten der #-Functionen, die 2»-fach periodische Functionen sind. Nämlich 


sl | 0%, : 
; EEG. SÄlR, | 
02189 (v;; v,) S > Ts RR: Zu 
0x,062 7 Ba re 0x ; 
0 ey BE 
02, 
0%, 
EuW dlg| — 
021g DyA (v5 v,) Br —_N gi (6, (da, 5 N 02,. | 
ÖLo 02 m d OL, 
0z 


worin T‘, T’ die nach z genommenen Ableitungen bedeuten. 


Will man die Funetionen der vorigen Paragraphen genau darstellen, so kann man in der Gleichung 
des $ 25 für z:der Reihe nach 2,23... . 2» Setzen, und hieraus die Differentialquotienten eliminiren. 


Theta-Funetionen mit constanten Argumenten. 


$ 34. Multiplieirt man die erste der Gleichungen des 


Rücksicht auf $ 30 wenn dort 9 für og 


$ 33 mit, $? und setzt z —= &k,, so folgt mit 
0° genommen wird 


ölg| =r | 
& x 02129 (v, (ku); v,(k,)). 1) RK) x 17 02;: 
i u er A h — — Fre Erageren . P nn 
u 0.090 Br, ; u URL, (k,) u Ok 02, Oxg 
a2, 
Nun ist nach $ 27 
E(k,) A— 72) 0x 
(A) Yo (Ku) Er eh -_ 
Ö6rat Ok, 
und es kann daher die letzte Gleichung geschrieben werden: 
Te 
n i a n 9 OEM Zr 
> EIN I) a a SE 7 
. 0x, 0r, Ok, dor? ml, 0z, dx, 
02,, 
Setzt man hier der Reihe nach e = 1, 2,...n und addirt die so entstehenden Gleichungen, so 
folgt weiter 
0x, 
5 ol —— | 
x > 02189 (v; (ku); v,( ku) Oli warn DT 027. 
— u n 0x, XL, Ok, 1— 17? Ok, 


$ 35. Diese letzte Gleichung kann auch so geschrieben werden 
ER a a3 e 16 
2 x eg (v, (A) +2N% 5 v,(kI+ER,) Op 


N BE MI 1. en BE NR a Bi: Eine 
; = a De Of o%k == T? 0% 2, Ku $) 


wenn cc, dd die in II $ 7 besprochenen Zahlen sind, und wenn auf die Determinante der rechten Seite das 
Multiplieationstheorem er: wird, indem die x durch die »(L $ 23) dargestellt gedacht werden. 
Lässt man die 4 22...2, auf k,/a... Ku) Rurı + + Knyı fallen, so geht die #-Function 


in 9. 2 (0, 0) über, und da nach II $ 14 die Charakteristik dieser Funetion gerade ist, so ist nach II $3 
R) ‘ 


n9 o AN E 9,23 82 . 
| o?lg:i Bo (0, Ur . dle en (0; 0) 
: 0%, as 1 —.r2 BEN. 2 
-und also 
Ale gr A (0:0 
2 © dy;d7 | ; og] A| m elg | PO 
Ok Ok. dk, ur 
woraus durch Integration folgt 
3 K: Fa 0) — Üonst. | A | . \ A (A, ka, ... Ka-t1). 
Hierin ist die ERS RR nur von ku unabhängig, da man aber für « die Werthe 1, .n-+i 


setzen kann, so erkennt man sogleich, dass sie von allen % unabhängig ist. Die Grösse A ist I ho, definirt. 


$ 36. Um die Constante zu bestimmen, lassen wir die Punete A, kg... %n unendlich nahe an 
t,...f, rücken. Dadurch geht die rechte Seite unserer Gleichung nach I $ 31 über in 


n—l n—1 
La) 2 Ep Er Tee RS Ho Pe 
Const ( Ir ra n_ VAR, ka & = ei Oanst, es Y “a (2ir)" 
EEE RD Pr) WA En) 
woraus, wenn unter m eine ganze Zahl verstanden wird, fliesst | 
u RL ER 1 1 ERLE Br EE E A 
9 Be er 1) 2. AVYAlelarn ce ea, a): Air)®, 
Eine dritte Wurzel der Einheit muss nämlich noch unbestimmt bleiben, weil über den Werth von s insoweit 
noch nicht verfügt ist, als noch s für z—= ®* im ersten Blatte 1,7 oder tr sein kann. Ehe wir m be- 
stimmen, ziehen wir den wichtigen Schluss, dass 
Br FUcHR Frech Fa Finn Fe, a; 
sein muss. Denn im andern Falle würde fr y =, h—=h,... in = f. die linke Seite unserer 


Gleichung verschwinden, während die rechte endlich bleibt. 

S 37. Um m zu bestimmen müssen wir über die Lage der 4 bestimmte Voraussetzungen machen. 
Wir nehmen %;, In ka, Ber Än-tı, bt reell, und der Grösse nach so wie sie hier stehen geordnet, also 
a BP a a Kr an. Ferner soll s im unendlich fernen Punct des ersten Blattes den 
Werth Eins haben. Dann ist s auf der reellen Achse vor k, (z< k,) positiv reell, ebenso zwischen f, und %, 
zwischen f, und 4, ete. Auf dem positiven Ufer der Durchsetzungslinien A, Ei; Au, b,... aber hat s einen 
Werth, der das Produkt von 7 in einen positiv reellen Werth ist, auf dem negativen das Produkt von Tr? 
in denselben reellen Werth. Hieraus ergiebt sich sogleich, dass die Integrale 


dz 1 ET zr 1 dgz 
SWL ® SR 
5 b, . On 


d.h. die Integrale A, Aıs, - - - gu zu ug gen reelle mit 


TTH= 2jsin = 


= iyd 


multiplieirte, mithin rein imaginäre Grössen sind. Da nun die Function Dash, (0; 0) für Werthe von 
kı,kg ... kn die bez. hinlänglich wenig von &,& ... f. verschieden sind beliebig nahe Eins ist, so muss 
für solehe Werthe der k m = 0, tt” —= 1 genommen werden. Wegen der Stetigkeit der #-Functionen, 
4 | nieht verschwinden kann ohne dass Grössen k, £ auf einander fallen, findet dasselbe statt, d.h. 


Zi: 


ist 7” —= 1 und die dritte Wurzel positiv reell zu nehmen, wenn die k und f nur die am Anfange dieses 
Paragraphen beschriebenen Lagen haben. 

Man sieht leicht, dass bei derselben Lage der Verzweigungsppncie die Grössen u: 1—r? und 
folglich die a,,. reelle a) Denn es haben die Grössen 6x,:02 = inf„(2):s® zwischen 2 und A,rı 
reelle Werthe, und das Integral über einen Schnitt a kann in einen Theil im oberen Blatte über Ak negative 
Ufer der reellen Achse zerlegt werden, und in einen Theil im zweiten Blatte, der sich von dem im oberen 
Blatte durch den Factor —rr unterscheidet. Da nun das Integral /' da, zwischen k,,, und Ef, , erstreckt 
Null ist, so sind die Integrale über die beiden Theile des Schnittes « im oberen Blatte reelle Grössen, im 
zweiten Blatte dieselben reellen Grössen, multiplieirt mit —TT, und also ist das ganze Integral dividirt durch 
1— rt, und ebenso a, — Fun tFyu: 1 —TT, reell w. z. b. w. 


$ 37. Die in den vorhergehenden Paragraphen 33, 34, 35, 36 ausgeführten Rechnungen würden 
sich auch so haben ausführen lassen, dass man von den f statt von den k und von a statt den Grössen 
£,,. und von SP statt s® und den W,,. statt von den A,,. ausgegangen wäre. Dies ist so einleuechtend, 
dass man bis auf eine Constantenbestimmung das Resultat sofort hin schreiben kann. Es ist nämlich offenbar 


nl 3 
0;0 BE ee = = mr u 
Va; ;d; (0; 0) = r. I 1) F ) A,;: AN Ar (kı, ka, A Kn+ı) . Ak, b, SEN} %+41) 5 (2ir)” 
und es ist & eine sechste Wurzel der Einheit. Um diese zu bestimmen, beachten wir, dass $ für z — % 
im dritten Blatte den Werth r hat, und dass deshalb 7. MW, eine reelle Grösse ist. Mithin ist &< — Tr”. 


$ 38. Somit ergeben sich drei Darstellungen der Function I: "5 (0; 0) die wir hier mit Fort- 


lassung der Charakteristik (welche Fortlassung sich aus den $$ 36 und 39 rechtfertigen wird) zusammen- 
stellen. Es ist ö 


n—1 
3(0; 0) = (—1) er 82 VI, BIRD AÄN Der . Br) : (2im)® 
n1 3 
= ku dem I]: VRGu Mr - - - Kar) Aloe. - - Era): (2ir) 


= y KM" | A ® we | . (2ir)P f VAlkı, Kae s kn) At, & ... £,), 
worin für reelle der Grösse nach geordnete Werthe der A,f, Ay, &b .. . Antı, farı die Wurzeln so zu 
nehmen sind, dass die rechte Seite positiv reell Nr Hieraus zieht man noch die a ”) 


Al. \ A, £, „.. 4) = = (— tr”) | A |: VA; ee Ant) = = Vor, ka Pe Km). 
$ 39. Um die d und d zu bestimmen, nehmen wir die n I $5 ul ale Transformation vor 
und haben 


0; ( l nr: PR: ER DR BL ME L.... 
9; » „9%; In) = €. 9 (0; 0) : VYAlo) = B. 23 Zi (0; m : VD)" | &34 |:| Errel 
oder 
VD; 77a} 4 9 \ ie 
94,0; Oz) |A|-|A|=n- "(0; 0)e, - v De, se 


worin & und 7, rein numerische Grössen sind. Hieraus Ka wenn { wieder eine rein numerische Grösse 
bedeutet 


Hd, 0) — Ey 121.18] VAR. A) Alb... Br) 


0 
Führt man nun den in 1 $ 35 besprochenen Grenzübergang aus, so verschwindet nach den dort ge- 
fundenen Resultaten die rechte Seite dieser Gleichung nicht. Die linke Seite würde aber verschwinden, 
wenn irgend ein d oder d von Null verschieden wäre. Demnach ist 
d, = das 29 — d„ = d, —=- Da ur == dy = v, 
und die unten II $ 7 gemachten Voraussetzungen sind gerechtfertigt. 


*) Diese Gleichung steht nicht im Widerspruch mit der aus 1 $ 31 für den Grenzfall sich ergebenden Beziehung, 
wenn beachtet wird, dass dort eine dritte Wurzel noch unbestimmt geblieben ist. 


| 


Due 


$ 40. Da sich die Grössen ec, dd als der Null gleich ergeben haben, so können wir nun die 
Systeme X, 8 die in I $ 28 noch nicht vollständig bestimmt werden konnten, genau auswerthen. Weil also 


n Ra n ar. 
4X; EN,) = GIaye,ta,t,tidzie, 3 Nay,c,t04,C, + 3d, ir) = (0; 0) 
1 


ist, und I $ 28 
n 


(2); &) = 2 (a, — a, )+n+1— Mir; 2 (a,,— a, )+n+1— A) ir) 


gesetzt wurde, so ergiebt sich 
MR) = ML MD) = 0; 0), mM = —L, = —%, 
KR) = EM LM), = (32; — 3%) 


AMT TE — 
— (3. I(a,,— 4) En + 1— Mir; 3 2 (a, —a,) —-Int+1—A)ir). 
1 ı 


Dividirt man diese Grössen durch »—1, so erhält man die Werthe der Funetionen % und u im Puncte &.-ı. 
$ 40. Sind nun 2,%,...%n+ı AL beliebige von einander verschiedene Verzweigungspunete, 
und %,,%, ... %,,, die übrigen und ist 
3 x 3 x 
r 7 P E N n 
ar HT zu); Zu? mul () 
P 1 14 1 


n N 
u 


SS DEREN‘, NN: 
— (3 ui lay GI) t3g2ir, 3 2, la, — 0) 43 921% 
% 1 
auf welehe Form die Summe immer gebracht werden kann, so ist in der II $ 1 angeführten Bezeichnung 
a1 


fl, — 3 DD ee RE 2 ange llT ya, 7) , 
esfh 30 (- 192 Zu); A = eV) 1A). A: MP . VA@a, %2... An) AK, RX), 


worin % ein reeller Bruch mit dem Nenner 3 ist. Um die Grösse % zu bestimmen, nehmen wir an, man 
habe mittels Fortschaffung ganzer Systeme von Periodieitätsmoduln die % absolut genommen möglichst klein, 
also gleich 0, +1 oder —1 gemacht. Dann ist die linke Seite für Lagen der k und f wie sie im $ 37 
festgesetzt wurden, positiv reell. Man wird daher die &,%... An &,%y +... %, 4, 80 ordnen können, dass 
die dritte reelle Wurzel aus dem Produkte ihrer Discriminanten reell ist, und dann ist $ = ( zu nehmen. 
Hierdurch ist das Vorzeichen in allen Gleichungen der $$ 13, 17 des Theiles Il, was noch zu bestimmen 
war, gefunden. 


$ 42. Für den Fall z = 1 haben wir 
9(0,0) = YA4.W: (2ir)? Dre ra Bra — 5) — VAR: (Aa) Yb—h. ot = $Gin, Jin), 
54 9(4(a—a); H(a—a)) — VAR: Art Yı—h, bi, Ilka —a)+iix, Hha—a)+ir) = 0, 


3 3 
ET / 
AYb—h = Wkh—k. 
$ 43. In ähnlicher Weise kann man auch noch die partiellen Differentialquotienten von #-Functionen 
ausdrücken, in denen die Argumente in der Form 


n—1 n—l 
(v}; v,) = (> U, (en) —2 en (X); u; u, (%,) u = U, (2,)) 
enthalten sind. Um abzukürzen setzen wir dabei 


| 2utFe,n od 
x.) ie eu az); v,(&,)), 


2 pP ’ 
(v(x,); 9x) = ud —Euls,, 27, 1) —SUls,, =) 
und die Determinanten 
“‘ du us Our eu, Os 0, | n N 
32 — + u. ei uns > —— q p) 


oz Ozatı O2n+2 027p 


A 
yon: 0.2 7 085 rn ÖL LP 2 ER «| 
md 024 025 02, Da Ozn+2 02, ; j 
Dann erhalten wir aus li $ 13 die Gleichung 
Se ra Menke ge ee ee u Fe 
u) dr, 02, No ut 2g Ku Zu en 


in der für _ 


der Reihe nach 1,2,... 9 gesetzt werden kann. Aus den so erhaltenen Gleichungen fliesst 
durch Elimination 


a 9@,) Bi UnyTE Ruf sd N A|. 
ov 09) ° R' (&,,) In 3%: ur 27, — A Ku ou 


u. ? ‘0 
02, 
we De N ( ee Mur (9% je]: eig en), 
gr Zu — Kr al 2, — Ey RN, Org ÖL, 
3 ; 0 0+> 
02, Br. 2 
Bungee ar RA u Zr — %u N REN AL BIS: 1, 2eleh), 
OD, 92) Ra) ) 2, Kur rn 2, — Hy Zu BZ „to 
02, 02, 


Setzen wir hier s,7, z, für s,„2, ®=n) und s,z?, z, für s,L,„,2,, so nimmt die Determinante || 
eine Form an, welche der von II$5 ganz ähnlich ist, und man kann zu ihrer Reduction sich der dort auf- 
gestellten Gleichungen bedienen, und erhält so die Formeln 


5 9x) Rz) IN 1 1 al dl Aw] lg fa) 
EICH 32) R’(«,) 7 “5 eg a ee Of, (&,) Peer öf,(2,) ) 


2 nd AR RU 1 )( Selm) Nez 
od, 9a) - Rx, ET Tat mE ui Zu — Ku ray sFr öfo(2,) Br fo (2) ) 


aus denen sogleich die Sätze der $$ 22, 23 über das Verschwinden der partiellen Differentialguotienten noch 
einmal hergeleitet werden können. Hier aber lassen wir 21,23... 2, auf n Verzweigungspunete %,% ...%y 


fallen, die von %,. verschieden sind, aber x,, enthalten. Is ix 2% = ky, oder &, = ii, so erhalten wir im 
ersten Falle, also für 2, — X, 
ok) 5 EN ee Ru) Pk) ] Tale: —h, | Mg | | 
öv, im (au? %,—% OL 
im zweiten Falle (x, = #,) 
Ht BARıy Pl 2 dB | 
(f,) RENTE 2). GE rasa ER (tu) U‘ Le en BAD | 
öv, Bir V ru K— Ku a7) 
und 
09 (k,,) 09 (k,) 09(t,) on lk, 99 (k,) 0% (E,) ü 
l er ‘ —— me KT - ——_. Te 
od, do OD, ee 02, 


Hierin kann man noch #(x,.) nach II $ 42 dureh die A und f ausdrücken. Endlich hat man noch nach 
IS 32 und in der dort angewandten Bezeichnung 


ölg | F,(&u) | x er 1Pablor ner, u lg | 1a) | x (737 2, N, Ar Hort, u 


df,&,) z a Ar een : f,(&,) ir Er Asa %n) 2 


$ 44. Für den Fall» = 1 entspringt aus der Gleichung 


9 (u(ks) SU ($1, zı) iS u(S3, 2%), u (As) el {535 zı) SR U(sa, 25)) ei 2 h, —kı b —f 21 —ky Po) — ko 
(uk) — ulsı, z1) —Ulsa, 22), U) — Ulsı, 21) — Use, 2)) k—khk—hı ı—Iı 2—h’ 
(in welcher für 4 = zn = fı und für reelle der Grösse nach geordnete A, E, Ay &, die dritte Wurzel reell 


zu nehmen ist,) wenn die allgemeine Methode des vorigen Paragraphen angewandt wird, das Resultat 


2 (u(ks) — 2u(f), Ulks )—2u(,)) = == 2 lim, Fir) = (0, 0) — a V bh —k 1° b—H . ky—Hh, 


worin die rechte Seite für reelle der Grösse er geordnete Ak E negativ je, zu nehmen ist. 


$ 45. Die Grössen A, 8 haben für den Fall n = 1 die Werthe 


K = 3Mla—a) —3ir = —a—tin, R = ta-ı)— iin = a—Bin 
und somit geben die Tafeln die auf Seite 14 und 15 verzeichnet sind für diesen Fall die Werthe 
uk) = HMa—)—dian= a—tin= —sa—tin, uk) = Ha—a)— dir = — a—tin = ia—tin, 
alt, — ee) —hir= a—tixn = —Ja—iin, ul) = (a—a) — tix = — (n—Jin=3a—tin, 
ul) = 3a — a) ir a—tiın—=— a—in, uk) Ha—)— Ha — R—tHin— ıq re Hirt, 
ul) = Ha— a) iin = a —tir— — a—in, ub) = M—d)- ir —- M—tin= a—tin, 


Da nun Hlu(&), u(l)) = 0 ist, so folgt für < = k, und x = ki, aus IT $6 
Hrn, a) Hla, Sa) +TI (ta+3ir, a) 92a, 3a) — 
9 (Fin, a) H(2a, Sa) +TTIla+sin, a) Flza, 3a) — 
$ 46. Liegen die beiden Puncte, in denen für n = 1 die #-Function verschwindet, über einander, 
so kann man, was man ähnlich auch im allgemeinen Falle vermöchte, die Argumente etwas vereinfachen, 
indem man von der Congruenz Anwendung macht 
(u1(s, 2) —u(or, )—u(or?, L), uUls, 2) — u(or, $)—u(or2, I) = (u(s, 2) + u(0, 5; uls, 2) + u(o, d)). 
Dadurch erhält man aus II. $ 19 die Gleichung 
9(u(s,2) +u(5, I+ ir,uls,2) + ul) + Hr) _ R nes er) | SB — I) x Bis) (a — 2) 
9(u6, 2 + (6, 9), u, 2) + u(o, d) re ee NET 
— +1:YRa—H) a—kı) &—h). 
Die dritte Wurzel und das Vorzeichen + sind so zu wählen, dass für reelle der Grösse nach geordnete 4, 
f und für z= %k,, {= A, der Ausdruck rechts positiv reell ist. 


Thomae, Abel'sche Functionen. 


"Corrigenda. Seite 6 Zeile 6 6 von unten lies Be den Nullpuncten“ statt „dem Nullpuncte“. Seite 7 in 


Zeile der grossen Determinante lies x, statt x‘ AN Seite 16 Zeile 3 und 4 ist für die obere Grenze der ; 
Summe n—1 nieht n+1 zu setzen. Seite 27 Zeile 4 von oben lies (zweimal) „sı“ statt s,. In der letz: Y 
selben Seite lies P‘ statt 7‘ und 9 statt 18. Seite 26 Zeile 2 von unten ist das Quadratwurzelzeichen 
den ganzen Rest der Zeile zu beziehen. Seite 28 Zeile4 von oben lies „3“ statt 6. Seite 29 Zeile u 
D Day (My — my HM) + m | 
Seite 29 Zeile 40 in der letzten Formel in der Exponentialfunction des Zählers und Nenners lies m 
Seite 30 Zeile 2 von oben lies hyayy statt au Seite 33 in der 6. Zeile . der Determinante lies 
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